
        
            
                
            
        

    


  

 Índice

 Portada


Sinopsis


Portadilla


Dedicatoria


Citas


Introducción


1. El guateque


2. La verbena de la paloma


3. Casi famosos


4. El apartamento


5. Matrix


6. Love Actually


7. Un monstruo viene a verme


8. Dentro del laberinto


9. Jungla de cristal


10. El cartero


11. Amanece, que no es poco


12. El puente sobre el río Kwai


13. Alicia a través del espejo


14. Joker


15. Madagascar


16. Evasión o victoria


17. El diablo viste de Prada


18. Casino Royale


19. Historias de San Valentín


20. Siete novias para siete hermanos


21. Grease


22. La cortina de humo


23. El Señor de los Anillos


Agradecimientos


Bibliografía


Créditos


		





		
			Gracias por adquirir este eBook

			
Visita Planetadelibros.com y descubre una
nueva forma de disfrutar de la lectura


			
				
					
				
				
				
					
¡Regístrate y accede a contenidos exclusivos!

					Primeros capítulos
Fragmentos de próximas publicaciones
Clubs de lectura con los autores
Concursos, sorteos y promociones
Participa en presentaciones de libros


						[image: ]


				
				

					
							
							Comparte tu opinión en la ficha del libro
y en nuestras redes sociales:


								[image: Facebook]    
								[image: Twitter]    
								[image: Instagram]    
								[image: Youtube]    
								[image: Linkedin]
							

							
Explora      Descubre      Comparte


						
					

				
			

		

		
			
			

		

	

 	
	 
   


			SINOPSIS 


			 


			Esto es un libro sobre grafos. ¿Qué son los grafos? A simple vista se podría pensar que son dibujos simples realizados a partir de puntos y rayas que se unen entre sí. Pero si nos acercamos un poco más y los observamos con cariño y paciencia, descubriremos que son unos objetos matemáticos fascinantes, con un sinfín de aplicaciones sorprendentes, que sirven para analizar las redes sociales, diseñar una liga de fútbol u organizar un banquete de boda. Y siempre de la forma más eficiente y divertida. 


			 


			Esta sorprendente obra nos revela, a través de ejemplos llamativos e inesperados, cómo estas herramientas, en apariencia muy sencillas, tienen un potencial impresionante para modelar y resolver de manera óptima situaciones o conflictos cotidianos. Para aprender sobre grafos solo hay que ser curioso y saber usar algo en lo que, de momento, no nos ganan los ordenadores: intuición y sentido común. Además, tampoco hace falta tener conocimientos matemáticos previos. Si sabes cuándo un número es par, podrás llegar hasta el final de este libro y disfrutar como niños de la teoría de grafos. 
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			Conducir con orden mis pensamientos, empezando por los objetos más simples y más fáciles de conocer, para ascender poco a poco, gradualmente, hasta el conocimiento de los más compuestos. 


			 


			RENÉ DESCARTES 


			 


			¡Exigimos áreas rígidamente definidas de duda y de incertidumbre! 
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			INTRODUCCIÓN  


			 


			Este es un libro sobre grafos. ¿Qué son grafos? A simple vista se podría pensar que un grafo es un dibujo simple realizado a partir de puntos y rayitas que unen a algunos de estos puntos por parejas. Pero si nos acercamos un poco más y los observamos con cariño y paciencia, los grafos son unos objetos matemáticos fascinantes con un sinfín de aplicaciones sorprendentes. Sirven para analizar las redes sociales, diseñar una liga de fútbol u organizar un banquete de boda. Y siempre de la forma más eficiente. Y divertida. 


			En este libro pretendemos mostrar cómo estas herramientas, en apariencia muy sencillas, tienen un potencial impresionante para modelar situaciones y conflictos cotidianos y resolverlos de forma óptima. Solo hay que ser curioso y saber usar algo en lo que, de momento, no nos ganan los ordenadores: intuición y sentido común. 


			Además, los conocimientos matemáticos previos necesarios para aprender sobre grafos son: ninguno. Solo necesitas saber leer y, bueno, saber detectar si un número es par. Vamos a empezar desde el principio y caminaremos, a través de ejemplos llamativos e inesperados, hasta el final de este libro para conseguir hacernos una idea y, sobre todo, disfrutar como niños de la Teoría de Grafos. 


			¿Por qué o para qué un libro solo de grafos? 


			Porque aunque la Teoría de Grafos no es nueva, ni mucho menos —comenzó con puentes (aunque no sobre el río Kwai sino sobre el Pregolia) allá por el siglo XVIII—, el auge de las redes sociales virtuales la ha puesto cada vez más en escena por ser fundamental para analizar las dinámicas de dichas redes. 


			Pero no solo eso. La necesidad, cada vez más imperiosa, de cualquier país de formar a más gente en matemáticas avanzadas para satisfacer la demanda de estos profesionales en los sectores más robustos y potentes pone de manifiesto la urgencia de actualizar los contenidos matemáticos para nuestros estudiantes preuniversitarios. Y, sobre todo, la urgencia de detectar talentos matemáticos entre nuestros jóvenes atrayéndolos a esa maravillosa disciplina que son las matemáticas. Y en esta tarea entiendo, basándome en mi experiencia profesional, que trabajar con grafos acerca a nuestros niños y niñas a lo que son, de verdad, las matemáticas: un trabajo de investigación. Nunca un cuaderno lleno de cuentas. 


			Por otra parte, no hay ningún libro de Teoría de Grafos en castellano como este, ningún manual que permita a docentes y estudiantes acercarse a estos objetos matemáticos a través de ejemplos cotidianos, sin necesidad de los detalles técnicos que suelen encontrarse en los libros introductorios sobre la materia. 


			Mi experiencia de más de diez años como divulgadora y popularizadora de las matemáticas me ha demostrado, no pocas veces, que los grafos son apreciados por el público general desde el primer momento porque pueden entenderse y usarse sin necesidad de conocimientos previos avanzados de matemáticas. 


			Puedo afirmar —y afirmo— que cualquier lector, de cualquier edad, disfrutará y aprenderá de esta forma de hacer matemáticas sin cuentas, solo con puntos y rayas. 


			 


			En cada uno de los capítulos, todos con títulos de películas, se planteará algún problema o acertijo que aprenderemos a resolver echando mano de los grafos, claro. Tipos de saludos al llegar a un guateque o personas que se conocen en una verbena, reparto óptimo del alquiler de un apartamento, árboles que nos orientan en decisiones, rutas de escape en un rascacielos, estrategias ganadoras en juegos, espejismos y mentiras en redes sociales, elegancia y etiqueta, matrimonios estables, dinero falso… 


			Supongo que el título del libro te recuerda a una famosa película de aventuras. Pues sí, es la idea. En mi opinión, como he dicho unas líneas antes, incorporar esta disciplina en la educación (a partir de primaria y/o secundaria) sería como encontrar para nuestros estudiantes esa arca perdida con poderes (no sobrenaturales, sino reales) para que pudiesen probar el verdadero sabor de las matemáticas y disfrutarlas como lo que son: una de las obras humanas más bellas que existen. No me parece justo que haya personas que terminen su formación en primaria y secundaria sin haber podido disfrutar de la belleza de un razonamiento matemático, de la voluptuosidad de una cascada de implicaciones lógicas que desembocan en una verdad universal, absoluta, eterna, que no dependa del capricho humano. El número 7 siempre será primo y los grafos del teorema de Kuratowski nunca serán grafos planos. 


			Una vez elegido el título del libro me hizo gracia la idea de seguir con el «peliculeo» de titular los capítulos con nombres de películas que tuviesen algo que ver con el tema que se trataría en cada uno de ellos. Para ayudarte a bucear en el contenido, te describo un poco de qué va cada capítulo, por si los títulos no fueran suficientemente explícitos. Puede pasar. 


			En los dos primeros capítulos, «El guateque» y «La verbena de la paloma», recurrí a títulos relacionados con fiestas para entrar con buen pie en el fascinante mundo de los grafos. En el primer capítulo presentamos un acertijo sobre saludos en una fiesta para presentar a nuestros protagonistas, los grafos. En el segundo también, con ayuda de palomas y palomares, nos colaremos en una fiesta, la fiesta de Ramsey, para seguir hablando de grafos y, por qué no, contar algún cotilleo sobre una historia de amor nacida al calor de las matemáticas. 


			En el capítulo 3 te presento los grafos más conocidos, casi famosos, que solemos usar en esta disciplina y que irán apareciendo en los capítulos siguientes para que estudiemos sobre ellos las propiedades que vayamos explicando. 


			En el cuarto capítulo, «El apartamento», vamos a aprender a dividir de forma justa el precio de un alquiler usando uno de los resultados más bonitos de la Teoría de Grafos. Y de las matemáticas, en general. Uno de mis matemáticos favoritos, Paul Erdős (ateo agnóstico), cuando veía una demostración bella de matemáticas decía: «Dios tiene un libro en el que guarda las demostraciones más bonitas y elige a quién regalárselas. Esta demostración estaba en el Libro». Erdős no creía en Dios, pero sí en el Libro. Entre ellas está la demostración del lema de Sperner que te contamos en este capítulo. 


			El capítulo 5 es tan especial que lo hemos escrito en rojo. ¿Por qué? En él te cuento las tripas numéricas de los grafos, las matrices llenas de números que se esconden detrás de los puntos y rayas. No te asustes. Mi consejo es que, si no tienes experiencia con matrices y operaciones con matrices (hablo de matrices matemáticas, claro), empieces a leerlo con tranquilidad y ganas de aprender. Creo que está escrito para que cualquier persona con interés en aprenderlo lo pueda entender e intentar resolver los retos que se proponen. Tengo una anécdota con este capítulo y te la voy a contar, digo. Estaba escribiendo la parte en la que explico el producto de matrices en un AVE que viajaba de Madrid a Sevilla. Mi compañero de viaje era un joven, de unos 10 o 15 años más que yo, que no pudo reprimir su curiosidad y me preguntó qué estaba haciendo. Cerré el portátil y con lápiz y papel —soy muy clásica para algunas cosas— le expliqué qué eran las matrices, cuándo se podían multiplicar entre ellas y cómo se hacía (cuando se podía). Te prometo que se pasó el resto del viaje, hasta Córdoba, multiplicando matrices que yo le ponía. Y, por su expresión, creo que se lo estaba pasando muy bien. Se despidió feliz y deseando contarle a su nieto que sabía multiplicar matrices. Si vives en Córdoba y tu abuelo te contó que una señora con el pelo muy rojo le había enseñado matemáticas en el tren, posiblemente fuera yo. Te cuento todo esto para que no te asustes porque, de verdad, no es tan complicado. Pero, si no te apetece, puedes saltarlo y seguir adelante. Se llama «Matrix» porque habla de matrices y lo hemos puesto en rojo para hacer un guiño a la película: si tomas la píldora roja conocerás toda la verdad. 


			El capítulo 6, «Love Actually», está dedicado a estudiar la conexión en grafos, tanto su existencia como su calidad. Sin duda, la conectividad es una de las propiedades más importantes en un grafo, sobre todo si el grafo modela una red social, real o virtual. 


			Los capítulos 7, 8, 9, 10 y 11 los dedicamos al estudio de árboles (son unos grafos muy especiales y muy apañaos) con un montón de aplicaciones, como podrás descubrir cuando los leas. 


			Los capítulos 12 y 13 tratan de lo que solemos englobar en Teoría de Grafos en un solo tema que llamamos transversalidad en grafos. En ambos capítulos nos planteamos encontrar recorridos especiales en el grafo en cuestión con aplicaciones inmediatas en la vida real. A veces, la primera vez que te los plantean, parecen problemas muy parecidos, pero espero que cuando termines el capítulo 13 te hayas convencido de que, en realidad, no tienen nada que ver. 


			El capítulo 14 lo titulé «Joker» porque, al tratar el problema de dibujar nuestro grafo de la forma más clara posible, quería contar la historia del plano del metro de Londres. Y, sinceramente, si pienso en qué película tiene una escena impactante (para mí) en el metro es esta, Joker, y la escena en un vagón de metro en Gotham. Sin duda es un punto de inflexión en la trama y, si este fuese un libro de filosofía, nos daría para un análisis muy profundo y trascendente. 


			Los capítulos 15,16 y 17 pretenden mostrar tres problemas (muy difíciles de resolver en la mayoría de los casos) en los que se trata de etiquetar los vértices y/o las aristas de un grafo, ya sea con colores (capítulos 15 y 16) o con números (capítulo 17). De nuevo, no te asustes. Los ejemplos que te mostramos son fáciles de entender y te va a sorprender muchísimo la cantidad de aplicaciones que tienen. 


			En el capítulo 18 entramos en un casino, pero un casino diferente a todo lo que se te viene a la cabeza. En nuestro casino no apostamos dinero, pero apostamos fuerte por el talento y el ingenio de nuestro lector: tú. En cualquier caso, te vamos a enseñar estrategias ganadoras para los juegos que te mostramos. El verbo «apostar» no tiene, en mi opinión, ningún tiempo verbal bueno siempre que implique ganar o perder dinero; pero no pasa nada si utilizas estas estrategias ganadoras para que te paguen un café o un helado. 


			Los capítulos 19 y 20 están dedicados al noble arte del emparejamiento en grafos bipartitos que, lejos de ser una habilidad de alcahuetas, trotaconventos y celestinas, son estrategias con numerosas aplicaciones en situaciones reales. Especialmente en campos como la Economía, en el que alguno de los algoritmos presentados en estos capítulos ha merecido un Nobel. 


			Podríamos decir (y lo digo porque el libro es mío) que hasta el capítulo 20 este es un libro sobre Teoría de Grafos. Un libro para hacer matemáticas con puntos y rayas. Y hasta ese capítulo trataré de mostrarte, a nivel divulgativo, los pilares básicos de la disciplina: cómo dar los primeros pasos en el fascinante universo de los grafos. 


			En los últimos tres capítulos (21, 22 y 23) haremos algo, en algún sentido, diferente. Sin entrar en el análisis exhaustivo de la información que obtenemos de las redes sociales, entre otras cosas, porque escapa de los objetivos de este libro y del área de la Teoría de Grafos (hay muchas disciplinas implicadas), analizaremos algunos fenómenos que han estado presentes desde siempre en nuestras relaciones pero que, gracias al auge de las redes sociales virtuales, ahora tenemos capacidad para analizar. Las redes sociales virtuales han supuesto un cambio de paradigma en la comunicación y, sobre todo, en el comportamiento humano y en nuestras relaciones sociales. Y es que incluso en una sociedad en la que se premia ante todo la individualidad y el éxito personal es indudable el hecho de que el ser humano necesita vivir en el grupo, tener amigos, ser popular. Estos tres últimos capítulos van de cómo medirnos el ego en las redes y, lo más importante, de ser conscientes del sesgo de toda la información que recibimos. 


			 


			Mientras preparaba este libro me han preguntado algunos amigos, familiares y colegas a qué público estaba dirigido. Honestamente, la idea de hacerlo me la dieron muchos profesores de primaria y secundaria que me preguntaban en mis charlas y talleres por un libro de grafos asequible, sin mucho formalismo, que les mostrase una visión general de la Teoría de Grafos para llevarla a sus aulas. Pero cuando me he sentado, como se suele decir, frente a la pantalla en blanco he pensado que, por qué no, iba a escribirlo para cualquier persona que supiera leer y quisiera aprender algo de matemáticas. Para ese público joven, de mi edad, que en mis charlas para público general me saluda al final y me dice cómo les gustaría haber estudiado más matemáticas. Posiblemente a estas personas les resulte árido y empinado enfrentarse después de muchos años sin estudiar matemáticas —o sin haberlas estudiado nunca— a un texto sobre Cálculo Diferencial, Geometría Analítica o Álgebra Lineal, pero estoy casi segura de que con una libretita, un boli y ganas de aprender pueden seguir este libro desde el capítulo 1 hasta el 23. Y sin saltarse el capítulo 5. En resumen, creo que este libro es adecuado para cualquier niño o niña desde 12 hasta 120 años. Entendiendo, como digo siempre, que niños, para mí, son personas (de cualquier edad) con curiosidad sincera, con ganas y energía para aprender y con pocos conocimientos previos de matemáticas. Si tú no estás en ese grupo porque sí tienes conocimientos previos de la disciplina y te sabe a poco el nivel de profundidad, te recomiendo que profundices con cualquiera de los libros que te dejo en la bibliografía. 


			Y poco más puedo añadir. 


			
	 

	

 	
	 
   


			1 


			EL GUATEQUE 


			 


			Queremos darte una bienvenida festiva al apasionante y divertido mundo de la Teoría de Grafos. Pasa sin llamar, sin miedo: te estábamos esperando. En este guateque vas a conocer a gente muy interesante. No olvides saludarlos a todos, ¿eh? Tú eliges si con un casto beso o con un cordial apretón de manos. 
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			Como habrás leído en la introducción (así lo espero, porque me la he currado mucho), este es un libro sobre grafos. Más adelante daremos una definición formal de estos objetos, pero por ahora vamos a pensar que un grafo es un objeto matemático formado por dos conjuntos. El primer conjunto lo forman unos elementos que llamaremos vértices o nodos y que representaremos con puntos. Los elementos del segundo conjunto son parejas formadas con dos elementos del primero según alguna propiedad que definamos; a estas parejas les llamaremos aristas y las representaremos con un segmento (una raya) que une los dos puntos correspondientes a los miembros de dicha pareja. 


			Pero, en principio, un grafo no tiene por qué dibujarse para existir. Un grafo, en general, es una idea abstracta que está ahí aunque no la veamos, aunque no la dibujemos. Reconozco que esto último me ha quedado un pelín Coelho. Podemos pensar, por ejemplo, en el siguiente grafo: los vértices (o nodos) serían los lectores de este libro, y las aristas serían las parejas de lectores que se conocen entre ellos y que podemos representar dibujando una rayita que los una. Ese grafo existe y está ahí, flotando en el aire. Los afortunados lectores de este libro van caminando por la calle o están sentados en sus casas leyendo, ajenos, posiblemente, al hecho de que una arista los une de forma imperceptible a aquellos de sus amigos que también leyeron esta egregia obra. No hace falta dibujarlo, pero lo podríamos representar, como hemos dicho, con puntos y rayas. No vamos a hacerlo porque serían demasiados puntos y el dibujo no sería claro. 


			Elijamos otro grafo más pequeño. Los vértices serán las comunidades y ciudades autónomas españolas y las aristas las formarán las parejas de comunidades autónomas que, por ejemplo, compartan un tramo de frontera. Sí, tendremos cuatros puntos aislados: Ceuta, Melilla, Canarias e Islas Baleares serían puntos (vértices) aislados en este grafo, porque no comparten frontera con ninguna comunidad autónoma. 
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			Como vemos en la ilustración, podemos representar la relación «ser fronteriza» sin necesidad de respetar la posición geográfica de las distintas comunidades o ciudades autónomas. De hecho, podríamos representar este mismo grafo de muchas formas diferentes y seguiría siendo el mismo grafo. Siempre que, claro está, respetemos las relaciones de frontera en los vértices (los puntos que representan a las ciudades y comunidades autónomas). En el capítulo 14, «Joker», hablaremos con más detalle y tranquilidad sobre la importancia que puede tener, en algunas aplicaciones concretas, el dibujo que hagamos del grafo que modela esa aplicación, pero, de momento, digamos que no nos preocupa el dibujo de nuestro grafo, solo nos importan las relaciones entre sus vértices. 


			Estos objetos, los grafos, tan monos y en apariencia tan simples, nos proporcionan unas herramientas matemáticas muy potentes para resolver problemas reales de gran complejidad y con infinidad de aplicaciones. Como estamos empezando este libro y quiero que me acompañes hasta el final para que no te pierdas la oportunidad de descubrir la belleza de la Teoría de Grafos, vamos a comenzar con un ejemplo simple de aplicación de grafos para resolver un acertijo que, espero, podrás compartir con amigos y familiares cuando la conversación se torne tensa sobre algún tema espinoso. 


			Alicia y Blas son pareja y han quedado para cenar con otras cuatro parejas en un restaurante. Al llegar a la cena, todos llegan con su pareja y los asistentes se saludan al verse: algunos se dan cordialmente la mano, otros se saludan con dos besos. Tras los postres, Blas propone a sus nueve compañeros de mesa que escriban en un trocito de papel a cuántas personas les dieron la mano al llegar al restaurante. Recordemos que todos se saludaron, pero usaron dos tipos de saludo: mano o besos. Los compañeros acceden y le dan a Blas los nueve papelitos, cada uno con un número: el número de personas a las que saludaron con un apretón de manos al llegar. Blas, sin abrirlos, los mezcla y después los abre y los coloca sobre la mesa. Casualmente, las nueve respuestas son distintas, no se repite ningún número. La pregunta que te hago es la siguiente: ¿a cuánta gente le dio la mano Alicia al llegar? 


			Lo sé. En principio podría parecer que es algo imposible de saber a partir de los datos de que disponemos, pero no. Está todo escrito en el párrafo anterior. Solo se trata de «exprimir» toda la información que poseemos, de ensamblar como detectives todas las pistas que tenemos para responder a la pregunta. Y, claro, de usar un grafo, porque aquí hemos venido a hablar de grafos. 


			La primera pista que tenemos es que las nueve respuestas eran diferentes. Intentemos adivinar cuáles fueron esas respuestas. ¿Pudo alguien escribir, no sé, 11 en su trocito de papel? Evidentemente no, porque eran solo 10 amigos. Por lo tanto, el número más alto que podría aparecer en esos papelitos es el 9. ¿Y el más pequeño? Podemos deducir sin dificultad que el más pequeño puede ser 0, que correspondería a una persona que saludó a todos con dos besos. Luego, en principio, las respuestas posibles serían {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Esas son 10 posibles respuestas, pero solo tenemos 9 papelitos. Un momento: leamos de nuevo el acertijo. Llegaron en pareja. Eso significa que, al verse, como máximo saludaron a 8 personas. Nadie saluda a su pareja al llegar si viene con ella: la trae saludada de casa. O no. Pero, desde luego, no la saluda si llega con ella. Este pequeño detalle nos viene muy bien porque reduce el conjunto de respuestas posibles a {0,1,2,3,4,5,6,7,8}, o sea, ya sabemos qué números había en los papelitos. 


			Ahora vamos a plasmar esta información en un grafo. Los vértices serán 10, uno por cada asistente. Solo tenemos identificado a Blas; al resto lo etiquetamos con uno de los números que aparecen en los trocitos de papel. Se trata, pues, de averiguar detrás de qué número se encuentra Alicia. 
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			Ahora vamos a dibujar las aristas del grafo. Estas aristas unirán dos vértices entre sí si se dieron la mano. Por lo tanto, salvo para el vértice que corresponde a Blas, sabemos cuántas aristas saldrán de cada uno de los otros 9 vértices: del 0 no saldrá ninguna, del 1 saldrá una, etc. 


			Comencemos a pintar estas aristas colocando en primer lugar las que salen del vértice 8. Tienen que salir 8 aristas a 8 vértices y, sin contar el vértice 8, nos quedan 9. Pero bueno, sabemos que al 0 no llega ninguna, y ya lo tenemos: el 8 les dio la mano a todos menos al 0. 
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			¿Qué podemos deducir del hecho de que el 8 saludara a todos menos al 0 con un apretón de manos? Efectivamente, que el 8 y el 0 son pareja. La pareja del 8 es una de las personas a las que no le dio la mano, y la única opción es el 0. ¡Ea!, pues ya tenemos identificada a una de las parejas y a dos sospechosos menos de ser Alicia. 


			Seguimos ahora con el vértice 7, del que tienen que salir 7 aristas. Lo tenemos fácil, porque quitando al 0 y al 1, que ya no pueden recibir más aristas, nos quedan 7 candidatos para ser saludados con un apretón de manos por el 7. A uno de ellos ya lo habíamos unido, al 8. 
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			Como la pareja del 7 está entre las personas a las que este vértice no les dio la mano y el 7 se la dio a todas menos al 0 y al 1, podemos deducir que 1 y 7 son pareja. El 0 es la pareja del 8. Pues nada, dos sospechosos menos de ser Alicia. Seguimos con el 6 y repetimos el proceso: el 6 se podrá unir con todos menos con el 0, el 1 y el 2, porque estos tres ya tienen dibujadas las aristas que les corresponden. 
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			Al igual que en los casos anteriores, como la pareja del vértice 6 se encuentra entre los vértices a los que no les dio la mano, la única opción es el 2. Tenemos identificada una nueva pareja y hemos eliminado a dos nuevos sospechosos, el 2 y el 6. 


			Aunque supongo que ya intuyes quién es Alicia, vamos a terminar de dibujar nuestro grafo añadiendo las aristas que salen del 5 y que pueden unirlo a todos los vértices menos al 0, al 1, al 2 y al 3, porque estos ya tienen las aristas que les corresponden. 
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			Pues ya lo tenemos: el 5 es la pareja del 3, es el único libre de entre todos los que no saludó con un apretón de manos y, por lo tanto, ya hemos desenmascarado a Alicia. Estaba escondida en el vértice 4 y dio la mano a 4 personas al llegar. 
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			Sorprendente, ¿no? Un rompecabezas que en principio parecía muy complicado y que se resuelve de forma simple, y sobre todo muy elegante, sin más que modelar la situación usando un grafo. Bueno, ya te prometí que los grafos son una herramienta muy potente para eso: modelar y resolver problemas de manera eficiente e intuitiva. 


			Pero, ¡un momento! ¿Te has fijado en los resultados finales de los saludos con apretón de manos? Alicia y Blas han saludado, los dos, a 4 personas cada uno. Qué casualidad, ¿no? Ellos sí han coincidido. ¿Será que son una pareja mejor avenida que las otras cuatro? ¿Cuál será el secreto de su amor? Espera, espera, ¿no será alguna propiedad de los grafos que no conocemos? 


			No te pierdas el próximo capítulo para salir de dudas. 
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			LA VERBENA DE LA PALOMA 


			 


			Fiestas, palomas, palomares, estrellas y una historia de amor con un final feliz. Estos son los ingredientes de esta verbena en la que vamos a empezar a llamar las cosas por su nombre. Suena la música y los grafos van saliendo a la pista. ¿Bailas conmigo?  


			 


			En el capítulo anterior nos despedimos con el descubrimiento de que Alicia y Blas habían saludado con un apretón de manos al mismo número de personas al llegar a la cena, y nos preguntábamos —o me pregunté— si aquella sincronización era consecuencia de un amor bien llevado o simplemente derivaba de alguna propiedad de los grafos. En este capítulo desvelaremos ese misterio y aprenderemos muchas más cosas sobre grafos, claro, sobre más fiestas y sobre lo que podemos aprender contando palomas. 
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			A estas alturas ya sabemos que un grafo es un objeto (precioso) que está formado por un conjunto de vértices y un conjunto de aristas (que representan a parejas de vértices). Pero vamos a definir algunos conceptos asociados a los grafos que, en el futuro, nos permitirán hablar sobre ellos con un lenguaje más cómodo, riguroso y universal. 



			Empezamos con la valencia de un vértice. Llamamos valencia de un vértice (o grado de un vértice, como más te guste) al número de aristas (rayitas) que saldrían de él si lo dibujásemos. Dicho de otra manera, al número de aristas en las que interviene dicho vértice. Por ejemplo, en el último grafo de la fiesta de Alicia y Blas (al final del capítulo anterior) la valencia de Alicia era 4 y la de Blas, también. Si miramos en el primer grafo del capítulo 1, el de las comunidades y ciudades autónomas, observamos que, por ejemplo, Cataluña (la comunidad autónoma de Raquel Gu, la ilustradora de este libro) tiene valencia 2 y Andalucía (la comunidad autónoma de quien teclea estas líneas) tiene valencia 3. 


			Te voy a pedir que cojas una hoja de papel y un lápiz (o un boli, algo que pinte) y que dibujes un grafo, el que te apetezca. Pones unos cuantos puntos, los que quieras, y unes con aristas las parejas que tú elijas. Sin ver el grafo que has pintado estoy segura de que hay, al menos, 2 vértices que tienen la misma valencia (el mismo número de rayitas). Compruébalo, por favor. 


			Ahora intenta dibujar otro grafo, de nuevo con el número de vértices (puntos) que quieras, pero tratando de asignar a cada uno valencias distintas, que no se repita ninguna. Por si no tienes papel a mano, voy a dibujar yo un grafo cualquiera. 
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			Vaya, ¡qué curioso! Me han salido vértices con valencias idénticas. A y B tienen valencia 4. Por cierto, solemos escribirlo así: δ(A)=4, y leemos «valencia de A igual a 4». Usamos la letra griega δ, que sería la d de nuestro alfabeto, porque en inglés la valencia de un grafo se llama degree, como grado, aunque también se le puede llamar valence. Tenemos más valencias repetidas: δ(D)=δ(E)=δ(F)=3. 


			¿Conseguiste dibujar un grafo en el que todos los vértices tengan valencias distintas? Ya, es imposible. En cualquier grafo siempre tiene que haber, al menos, 2 vértices con la misma valencia. Para probar esto vamos a hablar antes un poco sobre palomas y palomares. 


			El principio del palomar (también conocido como principio de Dirichlet, en honor a Gustav Lejeune Dirichlet, ilustre matemático alemán cuyo cerebro puedes ver si te pasas por el departamento de fisiología de la Universidad de Gotinga) nos asegura que, si tenemos más palomas que palomares, en alguno de estos habrá que meter más de una paloma. Sí, eso es lo que dice el principio del palomar. Y sí, parece una afirmación simple y evidente, pero en la práctica son muchas y muy variadas las consecuencias que se pueden deducir de este principio en apariencia tan trivial. Por cierto, estoy segura de que este hecho era evidente para cualquiera antes de que naciera Dirichlet, pero él fue el primero que lo enunció formalmente. 


			Aquí hemos venido a hablar de grafos, pero si me permites un pequeño paréntesis, te cuento que, por ejemplo, el principio del palomar nos asegura que si escoges al azar 7 números naturales (los que sirven para contar) distintos entre 1 y 11, seguro que dos de ellos suman 12. Basta con que metamos los números del 1 al 11 en 6 cajitas con la condición de que en cada una de ellas estén los dos que suman 12, menos el 6, que lo dejamos solo en una caja, como en la figura siguiente: 
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			Si tenemos que elegir 7 números distintos y solo tenemos 6 cajas, por el principio del palomar sabemos que, al menos, de una de ellas tendremos que coger 2 (y no es la del 6, porque en esa solo hay un número); esos dos números de la misma caja suman 12, y tenemos probado lo que queríamos probar. 


			Volvamos a los grafos y a sus valencias (o grados). ¿Qué valores puede tomar la valencia de un vértice en un grafo de N vértices? Como mínimo 0, si el vértice es un vértice aislado que no pertenece a ninguna arista. Y como máximo N-1 si está unido al resto de los vértices del grafo. Por ejemplo, si tenemos un grafo con 5 vértices, la valencia máxima sería 4, que correspondería al vértice (o vértices) que está unido a todos los demás del grafo. O sea, que en un grafo de, por ejemplo, 5 vértices las valencias de estos pueden tomar los valores del conjunto {0,1,2,3,4}, es decir, 5 valores distintos. 


			¿Cinco valores distintos? ¿Seguro? No, es imposible que en nuestro grafo de 5 vértices haya uno de valencia 0 (que no está unido con nadie) y otro de valencia 4 (que está unido con todos). Por lo tanto, si algún vértice de un grafo de N vértices tiene valencia 0, no puede haber otro con valencia N-1 (unido con todos); y viceversa, si algún vértice de un grafo de N vértices tiene valencia N-1 (está unido con todos los demás), no puede haber otro con valencia 0 (que no está unido con nadie). Concluimos que los valores posibles que pueden tomar las valencias de un grafo con N vértices son o {0, 1, 2, …, N-2} o {1, 2, 3, …, N-1}. Siguiendo con el ejemplo de un grafo con 5 vértices, los valores que puede tomar la valencia de estos son o {0,1,2,3} o {1,2,3,4}. Esto es, solo hay 4 valores posibles para la valencia de estos 5 vértices. Dicho de otra manera, tenemos 4 palomares (los valores posibles) para meter a 5 palomas (los 5 vértices); en un palomar, al menos, habrá 2 palomas. Al menos, 2 vértices tendrán la misma valencia en el grafo. 
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			Así pues, la coincidencia en el problema de la fiesta entre Alicia y Blas no fue, en principio, consecuencia de un amor infinito y una sincronización de mentes, sino que derivaba de esta propiedad que, gracias a las palomas, acabamos de descubrir para cualquier grafo: en cualquier grafo hay, al menos, 2 vértices con la misma valencia. 


			Ya que estamos hablando de fiestas y palomares, vamos a plantear otro problema con la ilusión de que un día lo compartas con tu familia o con tus seres queridos. 


			En una fiesta multitudinaria (un concierto de Madonna, por ejemplo), si se eligen 6 personas al azar de entre el público, o hay 3 de ellas que se conocían mutuamente antes de entrar o hay 3 de ellas que nunca antes se habían visto entre sí. 


			¿Cómo lo demostramos? Pues usando un grafo. Representamos a las 6 personas como los 6 vértices del mismo y las unimos por parejas; cada vértice se unirá con los otros 5, pero la arista será de color verde si se conocían antes de entrar al concierto y de color rojo en el caso contrario. 


			Elegimos a una de ellas, la que queramos. Las etiquetamos con las letras A, B, C, D, E y F y nos fijamos, por ejemplo, en el vértice A. De este vértice tienen que salir 5 aristas, una por cada uno de los 5 vértices restantes. Estas 5 aristas pueden ser de 2 colores: rojas (en los casos en los que no conociera al otro vértice) o verdes (en los casos en que sí se conocieran). 


			Como tenemos 5 aristas y solo 2 colores (5 palomas y 2 palomares), al menos tenemos 3 aristas del mismo color (en un palomar hay, al menos, 3 palomas). Podemos razonar pensando que de A salen, al menos, 3 aristas verdes. 


			En el otro caso, en el que de A salen, al menos, 3 aristas rojas, se razona de manera similar. 


			Dibujamos la información que tenemos en un grafo. De A salen, al menos, 3 aristas verdes. Las dibujamos y, de momento, nos olvidamos de las otras 2 que también salen de este vértice. 
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			Nos preguntamos ahora de qué color es la arista que une C y D, es decir, si C y D se conocían antes de llegar al concierto. En caso afirmativo, dicha arista sería verde y habríamos demostrado lo que veníamos a demostrar: A, C y D se conocían mutuamente antes de entrar (tenemos un triángulo verde en el grafo). 
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			En el caso de que la arista entre C y D fuese roja (no se conocían previamente), nos fijamos en el color de la arista que une C y F. Si esta fuera verde también habríamos terminado, puesto que tendríamos un triángulo verde formado por A, C y F y, por lo tanto, podemos concluir que estos se conocían mutuamente, dos a dos, antes del concierto. 
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			Supongamos que no, que la arista que une a C y F también es roja (no se conocían). No pasa nada, no hay que desfallecer: nos fijamos en el color de la arista que une D y F, porque si esta es verde también habríamos terminado concluyendo que, efectivamente, A, D y F se conocían mutuamente, dos a dos, antes del concierto. 
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			Pero ¿y si D y F tampoco se conocían antes del concierto? Pues perfecto, porque en ese caso la arista que los une sería roja y también habríamos terminado, pues hemos encontrado un triángulo rojo en el grafo: 3 personas que no se conocían mutuamente antes de ir al concierto. 
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			Recuerda que habíamos dicho que en un grupo de 6 personas elegidas al azar encontraríamos o 3 de ellas que se conocían mutuamente antes de entrar o 3 de ellas que no se conocían entre ellas de nada. Ya lo tenemos demostrado. 


			En realidad, este resultado se conoce como teorema de la amistad de Ramsey, porque fue Frank P. Ramsey, en 1930, el primero que lo demostró como un caso particular y sencillo de un teorema un pelín más complicado que no vamos a contar en este libro por eso mismo, por su dificultad. Pero déjame que te diga que ese teorema más complicado, el teorema de Ramsey, fue la semilla de una rama de las matemáticas que se conoce como teoría de Ramsey y que, informalmente hablando, viene a decir que siempre es posible encontrar orden en el caos. Si lo piensas, esta es una necesidad humana, tanto en la antigüedad como en los días actuales: la de buscar patrones en el caos. Nos gusta, y lo necesitamos. Para sentirnos seguros, para tener la sensación de que lo controlamos todo. Supongo que fue esa debilidad humana la que hizo que al mirar al cielo agrupáramos estrellas que sugerían formas de animalitos (y de ahí surgiera lo de los horóscopos y demás), de la misma forma que cuando miramos las nubes buscamos formas, o tratamos de encontrar un patrón o un ritmo en el romper de las olas en la orilla del mar. 


			Pues bien, Ramsey y mi admirado Paul Erdős sostenían que el desorden completo era algo imposible de encontrar. De esta idea y de los trabajos de Ramsey nació la citada teoría de Ramsey, que se centra en estudiar bajo qué condiciones debe aparecer el orden (o un patrón). Por ejemplo, si miramos al cielo, ¿cuántas estrellas son necesarias para asegurar que hay un cuadrilátero? 


			Fácil: son 4, como podemos ver en la ilustración. 
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			Pero ¿y si pedimos que ese cuadrilátero sea convexo? Es decir, que sea un cuadrilátero tal que, si tomo 2 puntos dentro de él, el segmento que une a dichos puntos no se salga del cuadrilátero. En general podemos decir que un polígono es convexo si es redondito, no tiene picos hacia dentro. No es una definición muy formal, pero creo que puede ser intuitiva. 
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			¿Cuántas estrellas necesitamos agrupar para asegurar que cuatro de ellas formarán un cuadrilátero convexo? 


			La respuesta es 5, y es una respuesta que me encanta porque es muy romántica. Este resultado se conoce como el problema del final feliz (así lo bautizó Erdős) porque fue resuelto por Esther Klein y George Szekeres, una física y un ingeniero húngaros que a partir de este trabajo se enamoraron y se casaron. 


			¿Cómo lo demostraron? Estudiando todas las posibles configuraciones de cinco puntos (o estrellas), que básicamente se reducen a tres: un pentágono convexo, un cuadrilátero convexo con un punto dentro o un triángulo con dos puntos dentro. Como en la siguiente figura. 
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			En cualquiera de estas tres circunstancias es posible dibujar un cuadrilátero convexo. En el caso del triángulo, basta con tomar los 2 puntos internos al mismo y dibujar la recta que pasa por ellos (la que aparece en rojo en el dibujo siguiente). Ahora miramos en qué lado de la recta roja han quedado 2 vértices del triángulo, y en el otro lado solo quedará uno. Ya está, con esos 2 vértices del triángulo y los 2 puntos interiores ya tenemos un cuadrilátero convexo. 
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			Y ya está demostrado. Siempre que mires al cielo puedes buscar 5 estrellas y dibujar mentalmente el cuadrilátero convexo que definen mientras recuerdas que esta demostración acabó en boda: la de Esther y George. Este problema unió a sus protagonistas durante más de 70 años, hasta el domingo 28 de agosto de 2005, en que ambos murieron con una hora de diferencia. Ella fue la primera en marcharse, y la siguió su inseparable compañero. George tenía 94 años y Esther, 95. 


			 


			Sigamos con nuestros grafos y retomemos el problema del teorema de la amistad. Ya sabemos que siempre que haya 6 personas elegidas al azar habrá o 3 que se conocen dos a dos (las del triángulo verde) o 3 que se desconocen mutuamente (las del triángulo rojo). Pero ¿son necesarias 6 personas para poder afirmar esto? Pues sí, lo son. Porque es posible elegir a 5 personas al azar en las que la relación de conocimientos previos sea la que muestra la siguiente figura, en la que, como ves, no hay ningún triángulo verde ni ningún triángulo rojo. 
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			Podemos concluir, por lo tanto, que el número mínimo de personas que necesitamos escoger para tener con seguridad entre ellas a 3 que se conocen dos a dos o a 3 que se desconocen mutuamente es 6. A este número, al menor número con esta propiedad, se le llama número de Ramsey para 3 y 3, y lo escribimos como R(3,3). Podemos resumir lo dicho diciendo que R(3,3)=6. En general, se llama número de Ramsey, R(n,m), al menor número de personas que debe haber en un grupo para poder asegurar que n se conocen dos a dos o m se desconocen mutuamente. Calcular los números de Ramsey no es nada simple, pero sabemos, por ejemplo, que R(4,4)=18; es decir, que el número mínimo de personas que debemos escoger al azar para poder asegurar que entre ellas hay 4 que se conocen dos a dos o 4 que se desconocen mutuamente es 18. Esto es un poco más complicado de demostrar y no lo vamos a contar en este libro. No se conocen (en la fecha en la que escribo) ni el valor de R(5,5) (aunque se sabe que está comprendido entre 43 y 49) ni el valor de R(6,6) (aunque se sabe que está comprendido entre 102 y 165), de R(7,7), de R(8,8), de R(9,9) o de R(10,10), por ejemplo. 


			Respecto a la dificultad de calcular tanto R(5,5) como R(6,6), mi admirado Paul Erdős dijo: 


			 


			Imaginemos que los extraterrestres invaden la Tierra y amenazan con destruirla en un año, a menos que los seres humanos puedan encontrar el valor exacto de R(5,5). Podríamos reunir las mejores mentes del mundo y las computadoras más rápidas y dentro de un año probablemente habríamos calculado el valor. Sin embargo, si los extraterrestres exigieran el valor de R(6,6) no tendríamos más remedio que lanzar un ataque preventivo. 
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			CASI FAMOSOS 


			 


			En cualquier universo conocido, real o ficticio, hay personajes más relevantes que el resto. En el mundo de los grafos también. Algunos de ellos son tan famosos que tienen su nombre propio y son grafos con características muy especiales. Pasa, te los presento.  
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			A estas alturas del libro espero que estés deseando saber más sobre grafos y, sobre todo, conocer más situaciones en las que estos lindos objetos vendrán en nuestra ayuda. Nos quedan muchas de estas, ya verás. Ahora déjame que te presente algunos grafos famosos, al menos para los que estudiamos Teoría de Grafos. Lo dejaremos en grafos casi famosos, por ahora, porque todavía no se han hecho virales en el mundo entero cuando millones de lectores devoren este manual de divulgación. 


			El grafo más simple que se puede considerar es un grafo sin aristas, un conjunto de vértices sin ninguna relación entre ellos. A estos grafos se les llama grafos triviales precisamente por eso, por ser grafos muy simples que no tienen ninguna arista. No serían más que vértices (puntos) aislados. 


			Otro grafo muy sencillo es el grafo camino, que, como su nombre indica, representa un camino de aristas que une a los vértices. A los grafos camino los llamamos Pn, donde n es el número de aristas del camino. Lo de la P es porque en inglés camino es path. Mira, este que dibujo aquí es P4. 
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			Otros grafos también muy simples que nos van a ayudar mucho a lo largo de este libro son los grafos ciclos, que son grafos en los que los vértices se unen formando un ciclo. Los llamamos Cn, donde n representa al número de vértices (o de aristas) del mismo. Aquí tenemos a C5, por ejemplo. 
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			Aprovecho que acabamos de conocer a los Cn, los ciclos, para hablar de grafos regulares. Los grafos regulares son aquellos en los que todos los vértices tienen la misma valencia (de todos sale el mismo número de aristas). Los ciclos son grafos regulares porque todos los vértices tienen valencia (o grado) 2. Pero hay más grafos regulares. Uno más que casi famoso es el grafo de Petersen (porque lo construyó, en 1898, el matemático danés Julius Petersen). Se trata de un grafo regular de valencia 3, y es tan bonito como podemos ver en la siguiente figura. 
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			Este grafo aparecerá más veces a lo largo de este libro porque tiene propiedades muy interesantes. El matemático estadounidense Donald Knuth, célebre por sus libros de programación, dice de este grafo, el de Petersen, que es «una configuración notable que sirve como contraejemplo a muchas predicciones optimistas sobre qué podría ser cierto en un grafo en general». Vamos, que cuando los matemáticos nos venimos arriba conjeturando alguna propiedad fantástica sobre grafos, viene el de Petersen y nos dice que él no la cumple. 


			Siguiendo con grafos regulares llegamos a los grafos completos, los Kn, que son aquellos grafos regulares de n vértices en los que todos los vértices tienen valencia máxima, es decir, valencia n-1. Dicho de otra forma, son los grafos de n vértices en los que todos los vértices están unidos con todos los demás. Vamos a dibujar K5, un grafo completo que aparecerá más veces en este libro. Creo. 
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			¿Por qué a los grafos completos los designamos con la letra K? Pues no está muy claro. Algunas fuentes aseguran que se adoptó esta letra por la palabra alemana komplett (ya que la C de complete, en inglés, está ya pillada para los ciclos). Pero en alemán al grafo completo se le llama vollständiger graph, sin ninguna K por ahí. Otras fuentes aseguran que la K de los grafos completos es un homenaje a Kazimierz Kuratowski, ilustre matemático polaco que demostró uno de los teoremas (en Teoría de Grafos) más citados en la historia de las matemáticas y del que más adelante hablaremos largo y tendido. 


			Seguimos presentando grafos especiales. Aunque hay que decir que todos los grafos son especiales por algo. En todo caso, imagina que hay grafos no especiales y entonces escogemos los grafos no especiales que tienen menos vértices, por ejemplo: esto ya los haría especiales, serían los grafos no especiales con menos vértices que existen. Los sacamos del conjunto de grafos no especiales y repetimos el proceso. Este argumento también te sirve para demostrarle a un adolescente (si lo necesita) que es especial porque todos somos especiales. 


			Sigo. Los siguientes en aparecer serán los grafos bipartitos (o bipartidos). A estos, permíteme la anécdota personal, les tengo especial cariño porque son los primeros que estudié cuando estudiaba Matemáticas en la Facultad. En estos grafos, los grafos bipartitos, los vértices están divididos en dos subconjuntos, de tal forma que los vértices de cada subconjunto no pueden estar unidos entre ellos. Por ejemplo, podemos pensar en un grafo en el que representamos con vértices a los alumnos de un curso y las asignaturas del mismo y unimos con una arista a cada alumno con la asignatura que quiere cursar. Este sería un grafo bipartito: en el subconjunto de vértices formado por los alumnos no habría aristas entre ellos, y lo mismo ocurriría con el subconjunto de vértices que representan a las asignaturas. Lo vemos con una imagen, por aquello de que valen más que mil palabras. 
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			Dentro de los grafos bipartitos, también los tenemos completos. Un grafo bipartito completo de n vértices en uno de los subconjuntos y m vértices en el otro es un grafo bipartito en el que todos los vértices tienen valencia máxima (todos los vértices del primer subconjunto están unidos a todos los del segundo). Al grafo bipartito completo de n vértices en uno de los subconjuntos y m vértices en el otro lo llamamos Kn,m. Vamos a dibujar K3,3, que, junto con K5, va a tener mucho protagonismo cuando hablemos, por fin, del teorema de Kuratowski. 
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			Estos grafos, los bipartitos, tienen infinidad de aplicaciones prácticas en problemas de asignación: de asignaturas, por ejemplo, como ya hemos comentado, pero también de horarios, tareas, etc. De hecho, se merecieron un premio Nobel (de Economía: el Nobel de Matemáticas no existe) por sus aplicaciones a procesos económicos. Pero de eso ya hablaremos cuando toque. 


			 


			Ahora que ya conocemos los grafos bipartitos permíteme, por favor, una pequeña digresión que quiere ser una reivindicación sobre el lenguaje que utilizamos, por ejemplo, al hablar de relaciones amorosas. Es habitual hablar, en lenguaje coloquial, de triángulos amorosos (que serían grafos C3) al referirnos a alguien que tiene simultáneamente dos parejas cuando, en la mayoría de los casos, ese triángulo no existe como tal porque las dos parejas en cuestión no tienen ningún tipo de relación, ni amorosa ni sexual. En esos casos lo apropiado sería hablar de K1,2 amorosos, porque una de las aristas del triángulo no existe. Es más riguroso y correcto y, sobre todo, suena más glamuroso. 
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			Sigo. En algunas situaciones prácticas el grafo que modela nuestro problema puede tener más de una arista que conecte a un par de vértices; por ejemplo, si representamos en un grafo a núcleos urbanos como vértices y ponemos tantas aristas como rutas que los unen por carretera. Es fácil ver que en algunos casos habrá más de 2 aristas entre 2 núcleos urbanos. En ese caso diremos que son aristas múltiples, y al grafo lo llamaremos multigrafo. Alguno aparecerá más adelante cuando hablemos de Königsberg y sus puentes. 
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			En el grafo de la figura anterior tenemos aristas múltiples (dobles) entre A y B y entre A y C. Es, por lo tanto, un multigrafo. 


			En todos los grafos que hemos visto hasta ahora la relación entre los vértices es simétrica: si A está unido con B, B está unido con A. Pero no todos los grafos son así. Si queremos representar las relaciones en una red social como Twitter o Instagram, necesitamos indicar en qué dirección se produce el seguimiento de un vértice a otro. Porque en estas redes el hecho de que A, por ejemplo, sea seguidor de B no implica que B sea seguidor de A. Ocurre lo mismo si queremos representar calles de un único sentido en una ciudad. Para este tipo de situaciones utilizaremos aristas que expresen dirección, flechas que indiquen el sentido de la relación. Solemos representarlo con flechas, y a este tipo de grafos los llamamos grafos dirigidos, o digrafos (que es más cortito). Tendrían esta pinta, más o menos: 
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			Sobre digrafos también volveremos a hablar cuando nos sumerjamos en el apasionante mundo de las redes sociales y sus grafos. 


			Otros grafos especiales que veremos en nuestra aventura en busca del grafo perdido serán los grafos ponderados. Estos grafos tienen asignado a cada arista un valor numérico que representará, según el problema que estemos resolviendo, la longitud de la arista (en problemas de diseños de rutas), la capacidad (en redes de agua), etc. 
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			Hay muchos otros grafos famosos, por supuesto. Grafos con apellido, el de la persona que los definió para demostrar o refutar alguna propiedad de la Teoría de Grafos, pero en algún momento tenemos que terminar este capítulo. Eso sí, no puedo reprimir el gusto de enseñarte el grafo de Clebsch, bautizado así por el holandés Johan Jacob Seidel en honor al matemático alemán Alfred Clebsch. Tiene unas propiedades maravillosas que se escapan un poco del contenido de esta obra, pero es fácil ver que se trata de un grafo regular de valencia 5. Te invito a que vuelvas aquí cuando termines de leer este libro y compruebes que tiene radio y diámetro 2, que se puede colorear usando 4 colores y que es hamiltoniano. Y es tan bonito, mira: 
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			4 


			EL APARTAMENTO 


			 


			Imagina que vas a compartir un apartamento alquilado con otras dos personas. Pero las tres habitaciones disponibles son muy distintas entre sí en cuanto a comodidades. ¿Crees que es justo que los tres paguéis lo mismo? ¿Cómo podemos dividir el precio del alquiler de forma que los tres compañeros de piso estéis satisfechos?  
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			Supongamos que vamos a compartir un apartamento alquilado con otras dos personas. Supongamos, también, que las tres habitaciones de este apartamento no son, ni mucho menos, iguales. Una de las habitaciones es mucho mayor que las demás, otra tiene una mágica terraza con vistas espléndidas sobre la ciudad y la tercera, la más silenciosa de todas, tiene un baño privado. Aunque compartamos las zonas comunes de la casa, a la hora de dividir el precio del alquiler es posible que no nos parezca justo (o no nos agrade) hacerlo en tres partes iguales. Pero las características de las habitaciones no son fácilmente medibles; son, cuando menos, subjetivas. ¿Cómo podemos dividir el precio del alquiler de forma que los tres compañeros de piso estemos satisfechos? 


			La solución que te voy a proponer para este problema no pertenece al ámbito de la Teoría de Grafos, pero es realmente maravillosa y, para llegar a ella, necesitamos conocer otra de las propiedades básicas (muy simpática) de estos preciosos objetos: el lema del apretón de manos. Sí, otra vez los saludos. Los de grafos somos gente muy educada y muy cariñosa. 


			Antes de explicar qué nos asegura el lema del apretón de manos te voy a pedir que dibujes en un papel el grafo que quieras: pon unos puntos (que serán los vértices) y une algunos de ellos, los que te apetezca, con aristas. ¿Lo tienes? Ahora suma las valencias de todos los vértices. Te recuerdo que la valencia de un vértice es el número de aristas (rayitas) que salen de él. No sé qué grafo has dibujado, pero estoy absolutamente segura de que la suma es un número par. 


			Voy a dibujar yo también un grafo cualquiera. 
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			Si calculo la suma de todas las valencias me queda: 
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			Anda, ¡qué curioso! Al sumar las valencias de los vértices a mí también me salió un número par. Qué casualidad, ¿no? Pues no. Porque cuando estamos contando las valencias de los vértices, estamos contando las aristas. Pero cada arista la contamos dos veces. En el grafo de la figura anterior, por ejemplo, la arista que une al vértice a con el vértice b la cuento dos veces: una vez al calcular la valencia de a (δ(a)) y otra al calcular la valencia de b (δ(b)). Eso quiere decir que en el ejemplo de la figura anterior sabemos, al sumar las valencias de los vértices, que el grafo tiene 10 aristas, puesto que la suma nos dio como resultado 20, y tenemos que dividir entre 2 ese número porque hemos contado cada arista dos veces. 


			Podemos deducir, por lo tanto, que en cualquier grafo la suma de las valencias de los vértices es igual al número de aristas de dicho grafo multiplicado por 2. En matemáticas tenemos unas expresiones preciosas para escribir propiedades como la que acabamos de enunciar de forma más reducida y, sobre todo, más universal. Si no estás familiarizado con la notación matemática, por favor, no sueltes el libro, lo vamos a explicar despacio. 


			Suponemos que nuestro grafo, el de la ilustración anterior, se llama G, su conjunto de vértices se llama V y su conjunto de aristas se llama A. Eso lo escribimos así: 


			 


			G=(V,A), V={a,b,c,d,e,f,g}, A={(a,b), (a,d), (a,e), (c,d), (c,e), (c,g), (d,f ), (d,g), (e,f ), (f,g)} 


			 


			Como vemos, en el conjunto A hay efectivamente 10 aristas, y cada una de las parejas de vértices que aparecen representa a una arista: la expresión (a,b) indica que hay una arista que une el vértice a con el vértice b. 


			La propiedad que acabamos de descubrir nos asegura que si sumamos las valencias de todos los vértices de V nos saldrá el doble del número de elementos de A (el doble del número de aristas). Si queremos representar el número de elementos de un conjunto lo hacemos, por ejemplo, escribiendo el nombre del conjunto entre dos barras verticales: |A| representa al número de elementos del conjunto A (en este caso, al número de aristas de G). 


			O sea, que nuestra propiedad dice que: 
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			Para simplificar la expresión de la suma solemos usar el símbolo Σ (la letra griega sigma en mayúsculas). Por ejemplo, si escribimos: 
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			lo leemos «sumar desde k igual a 1 hasta k igual a 5 los vk», o sea, que sumamos desde v1 hasta v5. 
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			También podemos escribir, para nuestros grafos: 
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			Esto lo leemos como «suma para todos los v en V», es decir, para todos los vértices del grafo, su valencia. O sea, que en nuestro ejemplo esa expresión es equivalente a escribir la suma con todos los sumandos, pero es más corta, más elegante y más funcional. 
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			Ahora que conocemos la escritura abreviada para sumas podemos escribir la propiedad que hemos descubierto para los grafos de esta forma: 
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			que, como ya sabes, se lee «la suma de las valencias de los vértices de un grafo es igual al doble de su número de aristas». Porque estamos suponiendo que al conjunto de vértices, en un alarde de originalidad, lo hemos llamado V, y al conjunto de aristas lo hemos llamado A. 


			A esta propiedad la conocemos como el lema del apretón de manos porque la consecuencia, coloquialmente hablando, es que, en una fiesta, el número de personas que estrechan la mano a un número impar de personas es siempre un número par. Claro, para que la suma total sea par. 


			El lema del apretón de manos, aunque simple, se usa mucho en Teoría de Grafos para resolver problemas que relacionan el número de aristas de un determinado grafo con la valencia de los vértices de estos. Veamos un ejemplo. 


			Una comisaria de policía ha de investigar el asesinato del recepcionista de un hotel. 


			Según los forenses, este crimen tuvo lugar entre la 1:30 y las 6:30 de la madrugada. Por las cámaras de seguridad del hotel la comisaria tiene constancia de que a la escena del crimen solo tuvieron acceso 6 personas en esa franja horaria. De hecho, las cámaras pudieron grabar que todas ellas hablaron con la víctima cuando llegaron al hotel. Tras un intenso interrogatorio, llama la atención a la comisaria que, a la pregunta «¿con cuántos de entre los otros sospechosos y el difunto recepcionista mantuvo contacto durante la madrugada pasada?», haya recibido 6 respuestas diferentes de los 6 sospechosos. A ciencia cierta sabe que al menos uno de los sospechosos miente. ¿Cómo ha llegado a esta conclusión? ¿Es posible averiguar quién miente? 


			Vamos a verlo, cómo no, con un grafo. Los vértices serán los 6 sospechosos y el recepcionista asesinado. Y uniremos con aristas a los que, según las declaraciones de los sospechosos, mantuvieron algún contacto en aquella franja horaria. Como todos tuvieron que saludar al recepcionista, tenemos que las 6 respuestas distintas debieron ser {1,2,3,4,5,6}. O sea, que de los 6 vértices correspondientes a los sospechosos deben salir, respectivamente, 1, 2, 3, 4, 5 y 6 aristas. Dicho en términos de valencia, la valencia de los vértices correspondientes a los sospechosos es {1,2,3,4,5,6} y la del recepcionista es 6, porque todos lo saludaron. Si sumamos todas esas valencias, tenemos 1+2+3+4+5+6+6=27. ¡Es imposible! La suma de las valencias de un grafo siempre tiene que ser un número par. 


			Veamos si podemos detectar quién es el mentiroso. Dibujamos primero las aristas que unen al recepcionista con los 6 sospechosos, ya que todos lo saludaron. 


			 



			[image: ]


			 



			Parece evidente que o el 6 o el 1 están mintiendo. Vamos a suponer que solo miente el asesino, aunque podría haber más de un asesino, claro. Lo que está claro es que si 6 dice la verdad es que 1 está mintiendo, porque, como podemos ver en la siguiente imagen, a 1 tendrían que llegar al menos 2 aristas: la del recepcionista y la del 6 (que suponemos que está diciendo la verdad). 


			 



			[image: ]


			 



			Aceptando que si 6 dice la verdad es 1 quien miente, ¿podemos construir el resto del grafo dejando a 1 como el único mentiroso? Pues sí, podemos verlo en la siguiente imagen. Hemos podido completar el grafo con las declaraciones (ciertas) de los otros 5 sospechosos y descubrimos que el que dijo 1 en realidad había visto a 4. 
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			¿Podemos estar seguros de que fue 1 quien mintió? Pues siento decirte que no, porque, como vemos en la siguiente configuración, es posible que todos dijeran la verdad menos el sospechoso que dijo 6. 
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			Por lo tanto, no, con esa información no es posible saber quién es el mentiroso. La comisaria tendrá que seguir investigando. Los grafos son muy apañaos, pero a veces no son suficientes. 


			Ahora que ya conocemos el lema del apretón de manos vamos a ver un resultado matemático muy llamativo e interesante que se conoce como el lema de Sperner. 


			Para ello te voy a pedir otra vez que tomes lápices y papel. Dibuja un triángulo y colorea los vértices usando 3 colores diferentes, los que quieras. Lo haremos también en el libro, pero, si puedes, ve haciéndolo tú también para que veas que no depende de las elecciones que yo vaya haciendo, sino que tú vas obteniendo los mismos resultados. Dibujamos, entonces, nuestro triángulo con los 3 vértices coloreados con distintos colores. 
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			A continuación, en tu triángulo, coloca sobre los lados tantos puntos como quieras, con una única restricción: esos puntos deben estar coloreados con alguno de los dos colores de los extremos del lado en que los pones. Es decir, en nuestro dibujo, sobre el lado del triángulo que va del vértice rojo al azul solo podemos poner puntos rojos o azules; sobre el lado azul-verde, solo puntos azules o verdes, y sobre el lado verde-rojo, solo puntos rojos o verdes. Pero, eso sí, puedes colocar tantos como quieras. Voy a poner los míos. 
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			¿Lo tienes? Vamos a poner más puntos, ahora dentro del triángulo, y también todos los que quieras. Eso sí, de momento van sin color, son puntos blancos. Yo voy a poner 5, que es un número primo y de Fibonacci. 
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			A continuación dividimos el interior del triángulo inicial en triángulos más pequeños. ¿Cómo? Añadiendo todos los segmentos que podamos entre los puntos que tenemos (los coloreados y los blancos) sin que estos segmentos se crucen. Por ejemplo, así: 
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			Y ahora sí, vamos a colorear los puntos que hemos colocado dentro del triángulo usando los 3 colores que hemos estado usando todo el rato pero sin ninguna otra regla, a nuestro antojo, siempre que sean, en mi caso, rojos, azules o verdes. Ahí vamos. 
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			Sin ver tu dibujo, sin saber cuántos puntos has puesto sobre los lados del triángulo ni cuántos pusiste dentro del mismo ni con qué colores, estoy segura de que al menos uno de los triangulitos tiene los 3 vértices con 3 colores distintos. Sí, claro, en mi dibujo también. En mi caso solo me ha salido uno, el que está sombreado en la figura, pero pueden salir más de uno. Eso sí, si te han salido más de uno, cuéntalos. Es un número impar de triangulitos con 3 colores en los vértices, ¿verdad? 
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			¿Cómo es que puedo saberlo? Pues porque eso es lo que asegura el lema de Sperner: que en las condiciones que hemos construido esta triangulación coloreada siempre existirá, al menos, un triángulo con los 3 colores en sus vértices. Más aún, el número de triángulos con esta propiedad será siempre un número impar. 


			¿Cómo sabe Sperner y cómo podemos estar seguros nosotros de que esto siempre será así? Puedes probar si te apetece con otros triángulos y comprobar que ocurre siempre, pero eso no demostraría esta propiedad, por muchos triángulos que quisiéramos comprobar. entre otras cosas porque serían un número infinito de triángulos los que habría que mirar (puedes poner cualquier número de puntos, por ejemplo, en el interior), y eso no podemos hacerlo ni tú, ni yo, ni el más potente de los ordenadores. Lo que procede es ofrecer, en ese caso, una demostración matemática. Efectivamente, la demostración de este hecho, del lema de Sperner, es tan bonita y elegante que le ha valido estar en El libro de las demostraciones, una obra en la que se recogen las demostraciones más bellas de las matemáticas. 


			Vamos a verla y a disfrutar. Para ello, una vez que tenemos nuestro triángulo inicial dividido en triangulitos con todos los vértices coloreados hacemos lo siguiente: colocamos un punto (negro en nuestra figura) en cada uno de estos triangulitos y otro fuera del triángulo grande, que será el punto correspondiente a la cara exterior. 
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			Estos puntos que acabamos de incorporar serán los vértices de un grafo. En este grafo, las aristas unirán dos de estos vértices cuando correspondan a triángulos que comparten un lado con los dos vértices de distinto color. Dicho de otra manera, las aristas de este grafo atravesarán los lados de los triángulos que tengan distintos colores en los extremos. Incluidos, claro, los de la cara exterior del triángulo inicial. Trata ahora de dibujar ese grafo en tu ejemplo; yo dibujo el mío. 
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			Ahora vamos a fijarnos en qué valencia pueden tener en ese grafo los vértices que corresponden a triángulos internos (o sea, todos menos el que está en la cara exterior). Tenemos tres posibilidades. Si el vértice está dentro de un triángulo monocromático (todos los vértices del triángulo tienen el mismo color) la valencia será 0, puesto que no tiene ningún lado con 2 colores en los extremos. Si el vértice está dentro de un triángulo bicromático (tiene sus vértices coloreados con 2 colores) la valencia será 2, puesto que compartirá dos lados bicromáticos. En el caso de que el vértice esté dentro de un triángulo tricromático (con los vértices coloreados con los 3 colores) la valencia será 3, porque todos los lados serán, en este caso, bicromáticos. Resumiendo: los vértices interiores al triángulo original solo pueden tener valencia 0, 2 o 3. 
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			Por otra parte, si nos fijamos en los lados del triángulo original, al tener distintos colores en los extremos de cada lado de este, al incorporar nuevos puntos en los lados (usando los dos colores de los extremos) daremos lugar a un número impar de aristas bicromáticas en dichos lados, como vemos en la siguiente figura usando nuestro ejemplo. 
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			En nuestro ejemplo tenemos 5 aristas bicromáticas que hemos señalado en amarillo. Esto ocurre siempre: el número de aristas bicromáticas en el triángulo grande, el original, es un número impar. Así pues, el vértice exterior del grafo (el que hemos colocado fuera del triángulo) tendrá siempre valencia impar (las aristas del grafo que salen de él deben atravesar un número impar de aristas bicromáticas en el triángulo de la frontera). 


			Casi lo tenemos. Recapitulemos. Tenemos un grafo del que sabemos que uno de los vértices (el de la cara exterior) tiene valencia impar; usando el lema del apretón de manos sabemos que debe haber (en el interior) al menos un vértice de valencia impar (para que la suma total sea par); por lo tanto, debe haber un vértice interior con valencia 3 (los vértices interiores solo pueden tener valencia 0, 2 o 3). Pues ya está. Ese es el triángulo tricromático que estamos buscando. Puede haber más de uno, claro, pero la suma total de las valencias debe ser un número par, como sabemos por el lema del apretón de manos. Por lo tanto, si hay más de un triángulo tricromático, tiene que haber un número impar de estos triángulos para que, junto al vértice de la cara exterior, haya un número par de vértices de valencia impar. 


			Maravillosa, ¿no? A mí me parece una demostración bellísima. 


			 


			Vamos ahora a tratar de resolver el problema que nos planteamos al principio de este capítulo. Alicia, Blas y Clara van a compartir un apartamento con 3 habitaciones. Las habitaciones no son, ni mucho menos, iguales. Una de ellas es mucho mayor que las demás, otra tiene una terraza fantástica con vistas espléndidas sobre la ciudad y la tercera es la más silenciosa de todas y tiene un baño privado. ¿Cómo podemos dividir el precio del alquiler de forma que los tres compañeros de piso estén satisfechos? Usando, claro está, el lema de Sperner y triángulos, muchos triángulos. 


			Comenzamos dibujando un triángulo con los siguientes vértices: (3000,0,0), (0,3000,0) y (0,0,3000). Las coordenadas de estos vértices representan, respectivamente, lo que pagaría el inquilino de la primera habitación, lo que pagaría el de la segunda y lo que pagaría el de la tercera. Por ejemplo, el (3000,0,0) representaría la decisión de pagar 3.000 por la primera habitación (el alquiler completo) y las otras dos gratis. No; efectivamente, ninguno de estos tres vértices proporciona una solución razonable. Tendremos que trabajar un poco más. Para ello dividiremos nuestro triángulo inicial en capas, tantas como nos apetezcan. Para que no nos quede muy largo el ejemplo, lo dividiremos en 4 saltos, de 750€ (3.000/4=750) cada uno. 


			Comenzamos, por lo tanto, dibujando una malla triangular dentro de nuestro triángulo inicial dividiendo cada uno de los lados en 4 partes (los 4 saltos). 
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			Ahora colocaremos las iniciales de los nombres de nuestros inquilinos (A, B y C) en los vértices de la siguiente manera: comenzamos con A en el vértice superior y rellenamos los vértices del contorno del triángulo, girando en el sentido contrario a las agujas del reloj y siguiendo la secuencia A-B-CA-B-C-A… Hecho esto, etiquetamos los vértices interiores al triángulo de forma que cada triángulo de la malla tenga las 3 letras en sus vértices. 


			 



			[image: ]


			 



			Ahora, usando las etiquetas iniciales: (3000,0,0), (0,3000,0) y (0,0,3000), y sabiendo que cada salto es de 750€, vamos rellenando el valor de las coordenadas de cada vértice. 
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			Las coordenadas que hemos colocado se conocen como coordenadas baricéntricas. Las puedes interpretar así. En el lado izquierdo del triángulo, por ejemplo, tenemos que bajar desde (0,0,3000) hasta (0,3000,0) en 4 pasos. Para ello, puesto que 3.000/4 es 750, basta con que en cada paso la segunda coordenada (la correspondiente a la habitación 2) sume 750 en cada paso y la tercera reste 750 en cada paso. 


			 


			(0,0,3000)-(0,750, 2250)-(0,1500,1500)-(0,2250,750)-(0,3000,0) 


			 


			Los otros dos lados del triángulo se etiquetan de forma similar: 


			 


			(3000,0,0)-(2250,750, 0)-(1500,1500,0)-(750,2250,0)-(0,3000,0) 


			(0,0,3000)-(750,0, 2250)-(1500,0,1500)-(2250,0,750)-(3000,0,0) 


			 


			Los vértices interiores se etiquetan de la misma forma en cada nivel, de izquierda a derecha, restando 750 a la primera coordenada y sumando 750 a la segunda: 


			 


			(1500,0,1500)-(750,750, 1500)-(0,1500,1500) 


			(2250,0,750)-(1500,750,750)-(750,1500,750)-(0,2250,750) 


			 


			Como ves, si sumas las 3 coordenadas en cada vértice obtienes el total del alquiler, 3.000€. Y tiene sentido, porque cada una de las coordenadas indica lo que se paga por cada una de las habitaciones. 


			Ahora vamos a colorear los vértices con 3 colores siguiendo la siguiente regla. Si el inquilino cuya inicial aparece en un determinado vértice quiere la habitación 1 lo pintamos de rojo, si quiere la 2, de azul, y si quiere la 3, de verde. Si nos fijamos en el vértice superior, etiquetado con A (de Alicia) y con el reparto de precios (0,0,3000), parece lógico pensar que Alicia querrá la 1 o la 2, que son gratis. Le adjudicamos la 2, por ejemplo, y lo pintamos de azul. En el vértice inferior derecho, etiquetado con C (de Clara) y con los precios (0,3000,0), elegimos el rojo, de la habitación 1 (que es gratis), y dejamos el verde de la habitación 3 para el vértice inferior izquierdo, etiquetado con B (de Blas) y con el reparto (3000,0,0), que también le saldría gratis a él. Lo hacemos así para poder tener los 3 colores en los vértices del triángulo grande y, claro, poder aplicar el lema de Sperner. 


			Siguiendo con la estrategia de elegir la habitación más barata en cada caso, todos los vértices interiores en la base del triángulo serán coloreados de verde, puesto que elegirán la habitación 3, que es gratis en todos esos puntos. Por la misma razón, los vértices interiores del lado izquierdo del triángulo elegirán azul (la habitación 2 es gratis sobre este lado) y los vértices interiores del lado derecho del triángulo elegirán rojo (la habitación 1 es gratis sobre este lado). Coloreamos los vértices interiores al triángulo grande siguiendo el criterio de escoger la habitación más barata; en caso de que haya dos precios iguales, por ejemplo, en el vértice (750,1500,750), podemos elegir entre rojo (habitación 1) o verde (habitación 3), el que queramos. 


			La siguiente figura muestra una posible coloración. 
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			Ahora recuerda lo que hemos visto sobre el lema de Sperner. Tenemos un triángulo con los vértices coloreados con 3 colores distintos, y los vértices sobre los lados del triángulo grande solo están coloreados con los colores de los extremos del lado (en nuestro caso particular, solo con uno de esos colores). Sabemos que, coloreemos como coloreemos los vértices interiores del triángulo grande, existirá al menos un triángulo pequeño con los 3 colores en sus vértices. Con nuestra elección ha quedado este: 
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			Que corresponde con que Alicia se queda la habitación 1 pagando 750€, Blas la habitación 2 por 750€ y Clara la 3 también por 750€. Como en el triángulo que elegimos estarán los 3 nombres y los 3 colores, cada uno habrá elegido una habitación distinta. 


			Pero espera, faltan 750€ para pagar el alquiler. Es, si lo recuerdas, el salto de nivel que escogimos, 3.000/4. Si repetimos el proceso en este nuevo triángulo, dividiéndolo en 50 saltos, estos serán de 15€ cada uno, y repitiendo el método llegaríamos a una solución en la que cada uno eligiera una habitación con un precio aceptado por él y solo faltarían 15€ para pagar el alquiler. Que se lo ponemos nosotros, ¿no? Bromas aparte, se puede repetir hasta que estén de acuerdo con el precio a pagar cada uno por la habitación escogida, o hasta el infinito si son unos pesados. 


			
	 

	

 	
	 
   


			5 


			MATRIX 


			 



			¿Es cierto que toda la Teoría de Grafos se hace con puntos y rayas? ¿Qué se esconde tras esa apariencia tan inocente, casi de dibujo de niños? Atrévete a tomar la píldora roja y a conocer el mundo real, la formulación numérica de estos apasionantes y, aparentemente, dóciles objetos matemáticos.  
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			Aunque el subtítulo de este libro que tienes en las manos es «Matemáticas con puntos y rayas», vamos a sumergirnos un rato en Matrix y a trabajar con números. No, no hay que elegir entre una píldora roja y una píldora azul, como en la película: será algo menos traumático. Vamos a conocer la matriz asociada a un grafo y vamos a conocer algunas propiedades que podemos deducir sin mucho esfuerzo de ella y que nos permitirán conocer en profundidad el grafo con el que estemos trabajando. 


			Si no sabes qué es una matriz en matemáticas no pasa nada, porque lo explicamos ahora mismo. Una matriz no es más que una cajita llena de números que se ordenan en filas y columnas. Si los números en una matriz se ordenan formando, por ejemplo, 3 filas y 4 columnas, la llamamos matriz 3 × 4. La que ponemos a continuación la hemos llamado M, de matriz; no nos hemos matado poniéndole el nombre. 
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			Como vemos, nuestra matriz M tiene 3 filas: 


			 



			[image: ]


			 



			y 4 columnas: 
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			Si un número está en la fila 2 y en la columna 3, por ejemplo, decimos que es el elemento (2,3) de M, o escribimos, simplemente, que es el elemento m2,3. En nuestra matriz el elemento m2,3 es un 4. 
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			En cierto sentido recuerda al juego de los barquitos, solo que si al decir (2,3) respondemos «tocado» o «agua», aquí diremos 4; con la matriz de nuestro ejemplo, claro. 


			Cuando nuestra matriz tiene tantas filas como columnas, decimos que es una matriz cuadrada. Mira, esto es una matriz cuadrada de orden 3 (3 filas y 3 columnas). 
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			Ahora que sabemos qué es una matriz, volvamos a nuestros grafos, a nuestros dibujos con puntos y rayas, y a descubrir que también ellos tienen asociada una matriz. De hecho, más de una, pero en este libro solo vamos a usar la más sencilla de todas: la matriz de adyacencia. 


			Si tenemos un grafo con, por ejemplo, 5 vértices, su matriz de adyacencia será una matriz cuadrada de orden 5 (5 filas y 5 columnas). En ella solo aparecerán ceros y unos. De hecho, el elemento mi,j de nuestra matriz será un 1 si el vértice i está unido al vértice j; en otro caso, mi,j será 0. Vamos a verlo con un ejemplo sencillo. Consideremos el grafo de la siguiente figura: 
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			Y ahora calculamos su correspondiente matriz de adyacencia. Como es un grafo de 5 vértices tendremos que rellenar una matriz 5 × 5, pero, ¡atención!, sabemos de antemano que hay elementos repetidos. Por ejemplo, el elemento m1,4 será 1 porque el vértice 1 está unido al 4 en nuestro ejemplo, pero, por esa misma razón, ya sabemos que el elemento m4,1 también será 1. 
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			Comenzamos rellenando la primera fila fijándonos en los vértices que están unidos con él. Como 1 solo está unido a los vértices 4 y 5, tendremos que m1,4=m4,1=1 y m1,5=m5,1=1, y para los restantes vértices será m1,2=m2,1=0 y m1,3=m3,1=0. Por supuesto, m1,1 también es 0 porque, en nuestro grafo, ningún vértice está unido consigo mismo. 
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			Vamos a rellenar la segunda fila de M mirando con qué vértices está unido el vértice 2. De nuevo, el vértice 2 solo está unido a los vértices 4 y 5, y tendremos que m2,4=m4,2=1 y m2,5=m5,2=1, y como no está unido con 2, m2,3=m3,2=0. De nuevo, m2,2 también es 0. 
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			Para la tercera fila tenemos que m3,3=0 (ningún vértice está unido consigo mismo), y puesto que 3 está unido con 4 y 5, m3,4=m4,3=1 y m3,5=m5,3=1. 
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			Para finalizar, como 4 y 5 no están unidos por una arista, m4,5=m5,4=0, y como en los vértices anteriores, m4,4=m5,5=0. Y ya tenemos la matriz de adyacencia de nuestro grafo. 
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			Es bonita, ¿verdad? Los lectores que sepan de matrices habrán notado que es una matriz simétrica. Para los que no conozcan las matrices, decimos que una matriz cuadrada es simétrica si al girarla 90 grados, esto es, intercambiando las filas por las columnas (la fila 1 pasa a ser la columna 1, la fila 2 pasa a ser la columna 2, etc.), la matriz no varía, es la misma. En matemáticas, a la matriz que resulta de intercambiar el papel de las filas por las columnas de M se le llama la matriz traspuesta de M. ¿Por qué te cuento esto? No lo vamos a necesitar en este libro para nada, pero si alguna vez coincidimos en el espacio-tiempo entenderás mi chiste de «me he quedado traspuesta, menos mal que soy simétrica y no se me nota». Lo sé. Es muy malo, pero en según qué entornos viste mucho hacer chistes de contenido algebraico. 


			Antes de seguir hablando de la matriz de adyacencia de un grafo déjame que te cuente un pequeño cotilleo. 


			En la película de 1997 El indomable Will Hunting (el título original es Good Will Hunting) hay una pequeña trama en la que el profesor del Instituto Tecnológico de Massachusetts (conocido como MIT por sus siglas en inglés) Gerald Lambeau (que se supone que tiene una Medalla Fields, uno de los dos premios más prestigiosos otorgados a los matemáticos junto con el premio Abel) plantea en una pizarra de un pasillo del citado instituto un problema que él considera difícil para que sus estudiantes (estudiantes del MIT, ojo, uno de los centros más prestigiosos del mundo) lo resuelvan. No voy a usar imágenes de la película por aquello de los derechos, pero créeme si te digo que el problema es el siguiente: 
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			Un par de cosas. En la película el texto de la pizarra, lógicamente, está en inglés. Faltan un par de apartados del problema cuya resolución escapa de los objetivos de este libro, pero la complejidad de los mismos, créeme, es del nivel de cualquier curso básico de álgebra de primer curso de cualquier grado universitario científico o tecnológico. 


			El apartado 1) del problema tan difícil planteado por el profesor Lambeau a sus alumnos del MIT ya sabes resolverlo. Lo acabamos de explicar. Solo tenemos que fijarnos en que este grafo en realidad es un multigrafo (hablamos de ellos en el capítulo 3) y hay 2 aristas que unen los vértices 2 y 3. ¿Cómo afecta eso a la matriz de adyacencia? Pues que el elemento m2,3 será igual a 2 (y no a 1 como ocurre en los grafos simples, sin aristas múltiples, cuando dos vértices están unidos). Bueno, el elemento m2,3 y el elemento m3,2.  


			Vamos a rellenar la matriz del indomable Hunting. Como tenemos 4 vértices en el grafo, la matriz de adyacencia será una matriz cuadrada de orden 4 (con 4 filas y 4 columnas), como esta: 
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			Sabemos que, como ningún vértice está unido consigo mismo, m1,1=m2,2=m3,3=m4,4=0, y como hemos comentado antes, m2,3=m3,2=2. Lo ponemos. 
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			Ahora, puesto que 1 está unido con 2 y 4, tenemos que m1,2=m1,4,=1, y también m2,1=m4,1=1. Por último, como los vértices 2 y 4 están unidos, tenemos que m2,4=1=m4,2. El resto de los elementos de la matriz serán 0. 
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			No, no parece un problema demasiado difícil como plantean en la película, ¿verdad? Eso, junto con el hecho de que nunca he soportado a Robin Williams (DEP), hace que esta película no me haya llegado nunca al corazón. Siempre pienso que por un poco más de dinero podrían haber contratado a un matemático o matemática que les proporcionara un problema más complicado de grafos. En fin… 


			El segundo apartado aún no podemos resolverlo porque necesitamos conocer algunas propiedades más de la matriz de adyacencia de un grafo, así que vamos a ello. Tomaremos como ejemplo el que estábamos usando en este capítulo y para el que ya habíamos calculado la matriz de adyacencia. 
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			Una de las propiedades de la matriz de adyacencia es que si sumamos todos los elementos de una fila el resultado es la valencia del vértice correspondiente. Es decir, la suma de los elementos de la fila 1 es la valencia del vértice 1, la suma de los de la fila 2 es la valencia del vértice 2, y así sucesivamente. En nuestro ejemplo, la suma de la fila 1 nos da 2, que es, efectivamente, la valencia del vértice 1; las filas 2 y 3 suman también 2, que es la valencia de los vértices 2 y 3; por último, las filas 4 y 5 suman 3, que es la valencia de los vértices correspondientes. Pues bien, esto mismo ocurre con las columnas: la suma de los elementos de una columna coincide con la valencia del vértice correspondiente. Y aún hay más: si sumamos todos los elementos de la matriz obtenemos ¿qué? Pues sí, el doble del número de aristas: ¡es el lema del apretón de manos! En nuestro ejemplo, si sumamos todos los 1 de la matriz nos sale 12, que es el doble del número de aristas, 6. 


			Antes de seguir con más propiedades te reto a rellenar esta especie de crucigrama. Se trata de la matriz de adyacencia de un grafo del que solo sabemos que tiene 8 aristas y algunas de las valencias de sus vértices. Bueno, y también en la columna de la derecha (sombreada en amarillo) aparece el valor de las sumas de los elementos en la fila 1 y en la fila 4; en la fila inferior (también sombreada en amarillo) aparece el valor de las sumas de los elementos de la columna 3. Y aunque no se mencione en el planteamiento de este crucigrama, por el lema del apretón de manos sabemos que tanto la suma de los elementos en la columna de la derecha como la suma de los elementos de la columna inferior debe ser 16, el doble del número de aristas. ¡Ah!, también sabemos que el grafo tendrá 6 vértices, porque la tablita (o matriz) que nos dan para rellenar tiene 6 filas y 6 columnas. Esta es toda la información que tenemos, y la escribimos en una tabla: 


			 



			[image: ]


			 



			Hemos marcado las filas con F1, F2, …, F6 y las columnas con C1, C2, …, C6 para referirnos a ellas de forma más corta y eficiente. 


			Vamos a rellenar la tabla usando todo lo que hemos aprendido hasta ahora sobre los grafos. Como es un grafo simple (no hay aristas múltiples; en otro caso nos habrían dicho que es un multigrafo), sabemos que todos los números que aparecen en la tabla 6 × 6 deben ser 0 o 1. También sabemos que ningún vértice está unido consigo mismo, por lo que en la casilla F1C1 debe aparecer un 0. Y en todas las casillas F2C2, F3C3, F4C4, F5C5, F6C6.  


			Por otra parte, si en la casilla F1C4 tenemos un 0 significa que el vértice 1 no está unido al vértice 4 y, por lo tanto, en la casilla F4C1 también habrá un 0. Usando el mismo razonamiento, si en la casilla F4C5 tenemos un 1 también lo tendremos en F5C4; y si tenemos un 1 en F5C2 también hemos de colocarlo en F2C5. Rellenemos todos estos datos que ya sabemos. 
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			Fíjate en F1: ya tenemos llenas dos de sus casillas, y (mirando la columna de la derecha) sabemos que en total esa fila tiene que sumar 4. Como solo podemos rellenar dichas casillas con 0 o 1, la única opción que nos queda es que las 4 tengan un 1. Ahora bien, sabemos que (por simetría, si el vértice 1 está unido al 4 el 4 está unido al 1, etc.) C1 tiene los mismos elementos que F1, así que podemos rellenar esa columna también. Por esa misma razón, la columna C1 debe sumar 4. Lo anotamos también en la fila inferior (la sombreada). Vamos a ver cómo nos va quedando. 
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			¿Te atreves a terminar la tabla? Si es así, no sigas leyendo y trata de rellenar lo que falta con lápiz. Yo hago aquí un punto y aparte para no destriparte nada. 


			 


			¿Lo conseguiste? Espero que sí, pero si es que no tampoco pasa nada, porque la vamos a terminar juntos. Fijémonos ahora en la columna C3, que, como vemos en la fila inferior (la de las sumas), debe sumar 1. Pero ya tenemos un 1, y por lo tanto el resto son todos 0. También por simetría podemos rellenar F3, porque ya sabemos que el vértice 3 solo está unido al vértice 1. Escribimos la suma de F3 en la columna de la izquierda (la sombreada). 
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			Qué poco nos queda por rellenar. ¿En qué nos fijamos ahora? Pues en F4, porque aún no hemos usado el dato de que su suma es 3, como aparece en la columna de la izquierda. Ya tenemos colocado un 1 en esa fila y nos quedan dos huecos por rellenar que, efectivamente, deben ser 1. Cuando rellenamos F4 también rellenamos C4, por aquello de la simetría, y escribimos su suma, 3, en la fila inferior. 
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			Nos quedan 4 huecos por rellenar en la tabla y aún no hemos usado la información de que el grafo tiene 8 aristas y que, por lo tanto, la columna sombreada en amarillo (y la fila sombreada) deben sumar 16 (en virtud del lema del apretón de manos). Hasta aquí tenemos que F1 suma 4, F2 suma 3 (con lo que llevamos puesto), F3 suma 1, F4 suma 3, F5 suma 3 y F6 suma 2. Si sumamos 4+3+1+3+3+2, tenemos ¡16! Ya están todas las aristas. Deducimos, entonces, que las cuatro casillas que nos quedan son todas 0. 
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			Tenemos la matriz (o tabla) de adyacencia completa, e incluso podemos dibujar nuestro grafo. 
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			Precioso, ¿verdad? Pero, ¡un momento! Este grafo tiene este otro dibujo más claro y elegante. 
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			Es un dibujo distinto pero el grafo es el mismo, con las mismas relaciones entre los vértices, que es lo que define a un grafo. Y en mi opinión, la segunda representación es más clara si, por ejemplo, imaginamos que representa un plano de metro, ¿no? Más adelante en el libro volveremos sobre este tema, sobre cómo representar los grafos y sobre planos de metro; ahora vamos a ver si conseguimos responder la segunda pregunta del indomable Hunting. 


			Para ello tenemos que recordar o aprender cómo se multiplican matrices. Si nunca lo aprendiste no desesperes, no es tan difícil. Te prometo que es más fácil que resolver raíces cuadradas a mano o factorizar en primos 63893. Además, el producto de matrices es muy simpático porque no es conmutativo, es decir, el orden de los factores sí puede alterar el producto y tirar por tierra muchas de esas creencias que las matemáticas del cole nos dejaron grabadas en el corazón. 


			Lo primero que hay que saber sobre el producto (o multiplicación) de matrices es que para poder multiplicar una matriz A por una matriz B es necesario que el número de columnas de A sea igual al número de filas de B. Esto es, que si A es una matriz 3 × 4 (3 filas y 4 columnas) no la podemos multiplicar, por ejemplo, por otra matriz B que también sea 3 × 4, puesto que el número de columnas de A (4) no coincide con el número de filas de B (3). Pero sí podemos multiplicar una matriz 3 × 4, A, por una matriz 4 × 3, B, porque ahora sí coinciden el número de columnas de A (4) con el número de filas de B (4, también). Además, sabemos que cuando se pueda realizar el producto de matrices A × B, la matriz resultante será una matriz que tendrá tantas filas como la primera (o sea 3, como A) y tantas columnas como la segunda (en nuestro caso 3, como B).  


			Dicho esto, para entender lo que vamos a explicar sobre matrices y grafos usaremos productos de matrices de adyacencias de estos, de los grafos, por sí mismas. Como estas matrices de adyacencia son siempre cuadradas (tienen tantas filas como columnas y como vértices tiene el grafo), nos vamos a limitar en este libro a explicar el producto de matrices cuadradas entre sí. El caso general, para matrices no cuadradas (con distinto número de filas y columnas), es similar, siempre que tengamos en cuenta la primera regla que hemos contado para el producto de estas. 


			Supongamos, entonces, que tenemos un grafo de 5 vértices, G, cuya matriz de adyacencia sea la siguiente: 
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			Podemos representar el grafo asociado a esta matriz: 
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			Pues bien, una de las maravillosas propiedades que tiene la matriz de adyacencia es que si la multiplicamos por sí misma, si calculamos M2, sabremos cuántos caminos de longitud 2 hay entre cada pareja de vértices. Dicho en argot viajero, sabremos cuántos trayectos con 1 escala podemos encontrar dentro del grafo uniendo a dicha pareja de vértices. En el dibujo de nuestro grafo, que hemos querido muy simple para poderlo ver bien, se ve que no hay ningún camino de longitud 2 (vuelo con 1 escala) de 1 a 5, tampoco de 1 a 2 o de 1 a 3, pero hay dos caminos de longitud 2 entre 1 y 4: el camino 1-2-4 y el camino 1-3-4 (podemos volar hasta 4 desde 1 haciendo escala en 2 o en 3). Por otra parte, hay 3 caminos de longitud 2 desde 1 hasta 1. Sí, podemos hacer 1-5-1, 1-2-1 o 1-3-1. Vamos, hay tantos caminos de longitud 2 desde 1 como indica su valencia (basta «volar» desde 1 hasta cualquiera de los vértices que está unido a él y volver). Con esto ya tendríamos todos los caminos de longitud 2 que salen desde el vértice 1. Habría que hacer lo mismo con el resto de los vértices. 


			Cuando el grafo es pequeño y con pocas aristas, como el de nuestro ejemplo, es fácil (y puede que hasta entretenido) calcular así el número de caminos de longitud 2 en él. Pero en los ejemplos reales y prácticos los grafos son mucho más complejos y se calculan, como he dicho antes, multiplicando la matriz de adyacencia por sí misma. 


			Pero aún no hemos explicado (o recordado) cómo se multiplican matrices. Vamos a ello, y lo explicaremos con la matriz de nuestro ejemplo, calculando M2. Como M es una matriz 5 × 5, al multiplicarla por ella misma nos saldrá otra matriz 5 × 5 que aún no conocemos. Llamaremos a sus elementos pi,j (pi,j será el elemento que está en la fila i y en la columna j). Por ejemplo, el elemento P3,4 estará en la fila 3 y en la columna 4. 
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			Ahora, para calcular el valor del elemento pi,j de la matriz producto solo tenemos que multiplicar la fila i de la primera matriz (M) por la columna j de la segunda matriz (M también en nuestro ejemplo). ¿Cómo se obtiene este producto? Por ejemplo, para calcular p1,1 (que sería el producto de la fila 1 de M por la columna 1, también de M) multiplicamos el primer elemento de la fila 1 por el primero de la columna 1 más el segundo elemento de la fila 1 por el segundo elemento de la columna 1 más el tercer elemento de la fila 1 por el tercer elemento de la columna 1…, y así hasta el final de la fila 1 y la columna 1. He tratado de ilustrarlo en la siguiente imagen: 
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			Como el producto de la fila 1 por la columna 1 da como resultado 3, tenemos que, en la matriz M2, p1,1 debe ser 3. 


			Para calcular, por ejemplo, el elemento p3,4 hemos de multiplicar la fila 3 por la columna 4, y nos queda 0. 
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			Si nunca has multiplicado matrices, este sería un buen momento para coger lápiz y papel y tratar de calcular los 23 elementos de la matriz que nos faltan. Si ya sabías y aprendiste a multiplicarlas, puedes usar una calculadora científica, algún programa de cálculo o incluso una calculadora para matrices online para calcular el producto de M por M. En cualquier caso, he aquí el resultado de dicho producto: 
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			Pues bien, el elemento pi,j de la matriz M2 (siendo M la matriz de adyacencia de un grafo) nos revela el número de caminos distintos de longitud 2 que podemos encontrar en el grafo desde el vértice i hasta el vértice j. O sea, que como p1,1=3, sabemos que habrá 3 caminos distintos de longitud 2 que salen de 1 y vuelven a 1. Pero eso ya lo sabíamos, lo habíamos deducido mirando el grafo. Lo bueno de calcular M2 es que —además de aprender o repasar el producto de matrices— tenemos el número de caminos de longitud 2 entre cualquier pareja de vértices i y j sin más que mirar el correspondiente elemento pi,j en M2. Así, por ejemplo, como p4,3=0 (p4,3 es el elemento de la fila 4 y la columna 3), sabemos que no hay ningún camino de longitud 2 que salga de 4 y que llegue a 3. Claro que ahora me puedes decir que eso mismo se ve claramente en el grafo. Y es verdad. Pero es porque, como hemos dicho, este ejemplo tiene pocos vértices y pocas aristas. En grafos con más vértices y más aristas, calcular el número de caminos de longitud 2 (o de rutas con 1 escala) entre 2 vértices del mismo es mucho más complicado a simple vista, mientras que calcular el cuadrado de M es muy fácil, solo hay que tener cerca un ordenador. 


			Te recuerdo que el problema del indomable Will Hunting (si no me crees solo tienes que ir unas páginas hacia atrás) planteaba calcular la matriz que proporciona el número de caminos de longitud 3. Acabamos de ver que M2 proporciona el número de caminos de longitud 2… ¿Se te ocurre alguna idea? Eso es, ¡bingo! La matriz que proporciona los caminos de longitud 3 es M3, que se calcula multiplicando M por M2. 
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			Mirando los elementos de M3 observamos, por ejemplo, que no existe ningún triángulo en el grafo. ¿Por qué? Porque los triángulos son caminos de longitud 3 que empiezan y terminan en el mismo vértice. Pero como el elemento p1,1 de M3 es 0, sabemos que no hay ningún triángulo que empiece y termine en 1. Pero tampoco en ninguno de los otros vértices, porque p2,2=p3,3=p4,4=p5,5=0.  


			Pero esto es en el grafo de nuestro ejemplo. ¿Qué obtenemos en el grafo del señor Hunting? Recordemos la matriz de adyacencia de su grafo, que, por cierto, también llamamos M: 
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			Para calcular la matriz que proporciona el número de caminos de longitud 3 en el grafo de Hunting solo tendremos que calcular M3. Para ello, calculamos primero M2 y después lo multiplicamos de nuevo por M. Coge lápiz y papel, y a ver si te sale lo mismo que a mí: 
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			Ya tenemos M2, pero antes de calcular M3 vamos a pararnos un momento a descubrir algunas curiosidades que nos encontramos al calcular los caminos de longitud 2 en un multigrafo como el de Hunting. Fijémonos en el elemento (2,2) (segunda fila, segunda columna) de M2. Tenemos un 6, que no coincide con la valencia del vértice 2 como ocurría con los grafos simples (sin aristas múltiples). ¿Cómo es que hay 6 caminos de longitud 2 que salen del vértice 2 y vuelven a él, si 2 solo está unido con 3 vértices, el 1, el 3 y el 4? Lo vemos en el dibujo: he coloreado la arista doble que une el vértice 2 con el vértice 3 y he dado nombre a cada uno de sus brazos: a y b. Nada especialmente original, lo sé. 
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			Vamos a contar cuántos caminos de longitud 2 (con 2 aristas) van desde el vértice 2 hasta sí mismo. Pasando por 1 y 4 tenemos 2 caminos: 2-4-2 y 2-1-2. Pero pasando por 3 tenemos 4 caminos, dependiendo de las aristas (entre a y b) que escojamos. Podemos ir de 2 a 3 por a y volver a 2 por a también. Describimos este camino como 2-(a)-3-(a)-2. Nos quedan también 2-(a)-3-(b)-2, 2-(b)-3-(a)-2 y 2-(b)-3-(b)-2. De ahí el 6 que aparece en la posición (2,2) de M2. Seguimos. Vamos a calcular M3, que es lo que se pedía en la película, la matriz que proporciona el número de caminos de longitud 3. 
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			Y ya está resuelto. Esa es la matriz que nos proporciona el número de caminos de longitud 3 en el grafo de Hunting. No era tan difícil, ¿verdad? Ya que la tenemos, vamos a contar cuántos triángulos tiene el grafo examinando los elementos mi,i, como habíamos dicho anteriormente. Si nos fijamos en el elemento m1,1, de la primera fila y la primera columna, tenemos un 2, que nos dice que hay dos triángulos, dos caminos de longitud 3, desde el vértice 1 hasta sí mismo. Pero en el dibujo solo vemos uno. ¿Cuáles son, entonces, esos triángulos? Los dos son el que vemos en el dibujo, pero en la matriz M3 los cuenta por separado, porque cuenta el triángulo 1-2-4-1 y el triángulo 1-4-2-1, ya que son dos formas diferentes de hacer «dos escalas» desde el vértice 1 hasta el vértice 1, aunque en el dibujo solo veamos un triángulo. De hecho, el 2 que aparece en la posición m2,2 se refiere, de nuevo, a ese mismo triángulo, pero recorrido como 2-1-4-2 y 2-4-1-2. Y también ese único triángulo que vemos es el responsable del 2 que aparece en la posición m4,4, pero esta vez recorrido como 4-1-2-4 y 4-2-1-4. Dicho de una manera más corta, cada triángulo que vemos en el dibujo de un grafo aparece 6 veces, 6, en la matriz de adyacencia al cubo. 


			Interesante, ¿verdad? Es lo que tienen los grafos, que son tan útiles como sorprendentes. 
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			LOVE ACTUALLY 


			 


			Dicen, y es verdad, que el siglo XXI es el siglo de la revolución, entre otras cosas, de las comunicaciones. Lo más complicado en esta era es, posiblemente, conseguir desconectarse de todo y de todos. Pero la conexión con nuestro entorno tiene más ventajas que inconvenientes. Vamos a analizar lo importante que es la conexión en grafos y cómo medir su calidad. 
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			No sé si has visto la película que da título a este capítulo, aunque es difícil que no la conozcas porque creo que se ha convertido en la película navideña del siglo XXI, desbancando posiblemente a Qué bello es vivir, a la Jungla de cristal o a La gran familia, con ese Chencho perdido que nos encogió el corazón a todos. 


			En cualquier caso, en la medida de mis posibilidades intentaré no destripar demasiado el argumento de la peli. Lo que me interesa en este capítulo de la comedia romántica británica de 2003 es el grafo de relaciones (personales, amorosas, profesionales…) de sus personajes. En la siguiente ilustración mostramos parte de dicho grafo. Y digo parte porque no es exhaustivo, ya que faltan algunos personajes y algunas relaciones secundarias. 
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			Vamos a usar este grafo para definir uno de los conceptos más importantes en Teoría de Grafos: la conexión de un grafo. Decimos que un grafo es conexo cuando, elegidos dos vértices cualesquiera del mismo, es posible encontrar un camino dentro del grafo (formado por aristas y vértices del grafo) que los une. Se puede ver, sin dificultad, que el grafo de la figura anterior no lo es. No existe ningún camino en él que una, por ejemplo, a Billy, la estrella trasnochada de rock, con Jamie, el atormentado escritor. De hecho, Billy y Joe están desconectados del resto de los personajes de la serie en este grafo (en la vida real seguro que, tarde o temprano, se conectan a través de personas —o personajes— que no aparecen en la película). Si eliminamos a estos dos personajes de nuestro grafo, lo que nos queda es conexo. Si eliges dos personajes cualesquiera puedes encontrar un camino que los une. Por ejemplo, si elegimos a Sam (el joven batería enamorado) y Mark (el autor de los famosos carteles de amor), encontramos el siguiente camino en el grafo: 
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			En la figura anterior tenemos un camino de longitud 8 (tiene 8 aristas) que une a Sam y Mark: Sam-Daniel-Karen-Harry-Sarah-Juliet-Colin-Peter-Mark. Claro que hay caminos más cortos que los unen. Por ejemplo, este otro: 
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			Este segundo camino en el grafo que une a Sam y a Mark tiene longitud 5, solo usa 5 aristas: Sam-Daniel-Karen-Harry-Mia-Mark. Pero el hecho de encontrar el camino más corto no es un tema que nos preocupe ahora mismo. Nos ocuparemos de él un poco más tarde en este libro, cuando hablemos de distancias en un grafo y de los famosos seis grados de separación. Por ahora solo nos preocupa si el camino existe, independientemente de su longitud, para poder saber si el grafo es conexo o no. 


			Como ya hemos notado unos párrafos antes, este grafo no es conexo, puesto que Billy y Joe no están conectados con el resto. Pues bien, a cada una de las partes conexas del grafo las llamamos componentes conexas del mismo. En el nuestro tenemos dos componentes conexas: la formada por Billy y su manager ( Joe) y la formada por el resto. 


			A simple vista, con grafos pequeños como este no es complicado deducir si son conexos o no. En los ejemplos prácticos reales la cosa no es tan fácil, porque se manejan grafos de grandes dimensiones. Piensa, por ejemplo, en el grafo que subyace en Facebook, que tiene del orden de 1.600 millones de vértices. Más adelante también aprenderemos un algoritmo muy sencillo para detectar si un grafo es conexo o no sin tener que mirar el dibujo, solo conociendo las relaciones de sus vértices (si están unidos o no). 


			Fijémonos ahora, de nuevo, en nuestro grafo, en la componente conexa grande, en la que Billy y Joe no están. En esta componente todas las parejas de vértices están conectadas por, al menos, un camino en la misma. Cierto. Lo que quiero que observemos o midamos ahora es si la conexión entre esos personajes (esos vértices) es robusta; es decir, si resistiría la desaparición de un personaje. Efectivamente, depende del personaje. Si desaparecieran, por ejemplo, Aurelia, David o Juliet, el grafo resultante seguiría siendo conexo. En la siguiente figura hemos eliminado a estos tres personajes y el grafo sigue siendo conexo. 
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			Pero eso no ocurre con todos los personajes en este ejemplo. Observemos qué ocurre si del grafo original eliminamos a Karen: 
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			Como se ve en la ilustración anterior, la eliminación de Karen ha supuesto la desconexión del grafo (de la componente conexa grande del grafo), puesto que Daniel, Sam y Joanna se han quedado ahora aislados del resto. Cuando esto ocurre, que al eliminar un vértice se desconecta el grafo, decimos que dicho vértice es un vértice de corte. O sea, que Karen es un vértice de corte en la trama de la película. ¿Encuentras más vértices de corte en nuestro grafo? Échale un vistazo con tranquilidad. Cuando digo grafo me estoy refiriendo a la componente conexa grande del mismo: hace un rato que hemos dejado de contar con Billy y Joe, que formaban ellos solos otra componente conexa. 


			Pues sí, eliminar a Colin también acabaría con la conexión del grafo, lo dejaría dividido en dos componentes conexas: 
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			Por lo tanto, Colin también es vértice de corte en este grafo. Pero hay más. ¿Los ves? 


			Son vértices de corte los siguientes personajes: Colin, Daniel, Jamie, Karen, Sam, Sarah y Tony. La eliminación de cualquiera de ellos, de uno solo de ellos, desconectaría el grafo. En la siguiente imagen los hemos sombreado en azul para que puedas verlo más claro. 
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			La componente conexa grande tiene, por tanto, 7 vértices de corte. La componente conexa pequeña, la que forman Billy y Joe, en cambio, no tiene ninguno. Si eliminamos, por ejemplo, a Billy, Joe se queda conectado a los restantes vértices de su componente conexa, esto es, a él mismo. 


			Pero hay ocasiones en las que el grafo se desconecta no porque desaparezca un vértice (un personaje en nuestro ejemplo) sino porque desaparece una arista (que en nuestro ejemplo equivaldría a que se rompiera una relación). Por ejemplo, si Jamie y Aurelia dejasen de estar en contacto, si se borrase la arista que los une, ella quedaría desconectada del resto. Cuando esto ocurre, que la eliminación de una arista lleva consigo la desconexión del grafo, se dice que es una arista puente. ¿Podrías identificar todas las aristas puente que hay en la componente conexa grande (sin Billy ni Joe) de nuestro grafo? 
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			Efectivamente, solo son 5 las aristas que al ser eliminadas (cualquiera de ellas) desconectan a algunos vértices del grafo. 


			En el caso de grafos que representan relaciones sociales puede ser triste que un grupo se aísle bien porque desaparezca una persona bien porque se rompa una amistad, pero también es interesante que cuando el grafo representa, por ejemplo, a una red de ordenadores la conexión sea más robusta. Es decir, que el sistema no se desconecte porque falle un ordenador o se interrumpa una conexión entre dos ordenadores. 


			En Teoría de Grafos medimos la «fuerza» de la conexión poniendo una etiqueta con un número a dicha conexión. Por ejemplo, si hay, al menos, un vértice de corte (que al ser eliminado desconecta el grafo) decimos que el grafo es 1-conexo por vértices o que tiene conexión de grado 1 por vértices. El grafo de Love Actually no es conexo, nos fallan Billy y Joe, pero la componente conexa grande, por sí sola, sería un grafo 1-conexo, puesto que, como hemos visto, tiene vértices de corte. Si el grafo tiene, al menos, una arista puente decimos que es 1-conexo por aristas. La componente conexa grande de nuestro ejemplo también es 1-conexa por aristas. Realmente, ser 1-conexo por vértices o por aristas es lo menos que se vende en conexión: es muy frágil, porque, como hemos visto, la eliminación de un solo vértice o de una sola arista desconecta el grafo. 


			Si pensamos en un grafo de los más simples que hemos visto hasta ahora, un ciclo, este tendrá una conexión más fuerte que el grafo de Love Actually. ¿Cuántos vértices tenemos que eliminar de un ciclo para que se desconecte? 
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			Efectivamente, hay que eliminar 2 vértices no consecutivos (los hemos marcado en color verde) para desconectarlo. O 2 aristas no consecutivas. Diremos, por lo tanto, que cualquier ciclo con 4 o más vértices es 2-conexo por vértices y por aristas. Si el ciclo solo tiene 3 vértices, para desconectarlo hay que borrar los 3 vértices o las 3 aristas. 


			¿Qué grado de conexión tendrá, por ejemplo, el grafo de Petersen? Lo dibujamos de nuevo para recordarlo: 
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			En este caso es necesario eliminar al menos 3 vértices para desconectar el grafo, y si lo queremos desconectar eliminando aristas, también tendríamos que eliminar 3 de ellas. En la siguiente figura hemos marcado en verde los 3 vértices que eliminamos (y, claro, al desaparecer ellos desaparecen también las aristas que salen de ellos), y se ve cómo se desconecta un vértice. 
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			Para desconectarlo basta con eliminar en el grafo de Petersen las 3 aristas que salen de cualquier vértice situado en el pentágono exterior. 


			Cuantos más vértices (o aristas) sean necesarios eliminar para romper la conexión del grafo, más robusta será esta. Es por eso por lo que cuando se diseñan circuitos o redes de carreteras usando grafos se intenta que estos, los grafos, tengan un orden de conexión lo más fuerte posible. Claro que esto implica siempre que haya más aristas, lo que encarece la construcción. Ahí reside la gracia del asunto, y es donde el matemático (o el ingeniero) que lo haga tiene que demostrar su brillantez, consiguiendo la mayor robustez gastando lo menos posible. 


			Todo lo que hemos visto hasta ahora en este capítulo se refiere a la conexión en grafos simples. Pero pensando, por ejemplo, en la ordenación urbanística de una ciudad, donde hay calles con un único sentido de circulación, habría que definir y estudiar la conexión también en digrafos, esto es, grafos en los que las aristas son flechas (y no rayitas) porque tienen una dirección. Ya presentamos este tipo de grafos en el capítulo 3. 


			Imaginemos, por lo tanto, que somos los responsables de ordenar el tráfico en el centro histórico de una determinada ciudad cuyas calles están representadas en el siguiente grafo. Hemos puesto vértices (etiquetados con números) en los cruces de las distintas calles. 
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			Dado que se trata del centro histórico y hay que evitar el caos en la circulación, el ayuntamiento nos ha pedido que las calles sean de un único sentido para el tráfico de vehículos a motor. Coge lápiz y papel y trata de dar un sentido de circulación a cada calle de la forma más eficiente posible. 


			Antes de asignar un sentido a las calles, de forma que desde cualquier punto del centro se pueda llegar a cualquier otro sin infringir ninguna norma de tráfico, debemos asegurarnos de que nuestro grafo es conexo —que existen las calles necesarias para poder hacerlo— para llegar de un vértice a otro por algún camino. Lo es, se ve sin dificultad, ¿no? Vamos, entonces, a dar un sentido de circulación a cada calle. 


			Si lo hacemos de forma aleatoria y sin pensar demasiado, podríamos llegar, por ejemplo, a la siguiente asignación: 
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			No es difícil concluir que esta asignación es poco menos que nefasta, ¿no crees? Entre otras cosas, porque es imposible llegar a 7, ninguna calle llega hasta allí. Cuando eso ocurre en un digrafo, cuando todas las aristas de un vértice van hacia fuera como en 7, decimos que ese vértice es una fuente del digrafo. Si te fijas en 2 descubrirás que ocurre todo lo contrario, que todas las aristas van hacia dentro. Decimos en este caso que 2 es un sumidero de nuestro digrafo. No parece una buena idea, si tratamos de ordenar de forma accesible el tráfico, que en esta zona de la ciudad aparezcan vértices fuentes o sumideros tras la asignación del mismo. Vamos a modificar un par de asignaciones en nuestro grafo para eliminarlos (a 7 como fuente y a 2 como sumidero). Para ello basta con cambiar el sentido de la calle que une a 1 con 7 y el de la calle que une a 2 con 8. Lo cambiamos: 
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			¡Ea! Ya no tenemos ni fuente ni sumidero en nuestro trazado urbano. ¿Hemos terminado? 


			Me temo que no. Para que nuestro diseño tenga sentido debería ser posible ir de un vértice cualquiera a otro sin infringir las normas de tráfico, pero también hay que poder volver. Fíjate en nuestro diseño. No hay forma legal de ir de 2 a 3, por ejemplo. Por muchas vueltas (legales) que demos, no llegaremos a 3, entraríamos en un bucle: 


			 


			2 → 8 → 9 → 12 → 8 → 9 → 5 → 2 


			 


			Así pues, tenemos que mejorar nuestra ordenación del tráfico en el centro. Pero antes vamos a hacer una pequeña observación. Acabamos de escribir un ciclo dirigido que empieza y termina en 2: (2-8-9-12-8-9-5-2). Podemos pensar en una línea de autobús circular que haga ese recorrido. Esta línea nos llevará desde cualquier punto del ciclo a cualquier otro, ¿no? Como cualquier línea circular de autobuses. Podemos deducir entonces que siempre que encontremos un ciclo dirigido en nuestro digrafo los vértices implicados en dicho ciclo están bien conectados entre ellos, es decir, existirá un camino de ida y vuelta legal entre cualquier par de vértices contenidos en un mismo ciclo dirigido. 


			Vamos a ver si encontramos más ciclos dirigidos en nuestro grafo. La siguiente figura nos muestra tres más: 
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			Tenemos entonces que (1,7,10) están bien conectados dos a dos (se puede ir y volver de forma legal) en nuestro diseño, (3,4,6) también, y (4,6,11). Pero ¡ojo!, si 3 está bien conectado con 4 y 6 y estos a su vez están bien conectados con 11, tenemos que 3 y 11 están bien conectados: bastaría con hacer un «transbordo» en 4 o en 6 y tomar el otro ciclo. 


			De hecho, hay 3 grupos de vértices que están bien conectados entre sí, y los hemos marcado con colores en la siguiente figura. Si tomamos una pareja de vértices con distinto color en dicha figura podemos comprobar que no existe o bien un camino legal de ida entre ellos o bien un camino legal de vuelta. Compruébalo, ya verás. 


			 



			[image: ]


			 



			Estos 3 conjuntos de vértices, marcados en colores distintos en la ilustración anterior, serían las 3 componentes conexas de nuestro digrafo. Se les suele llamar también componentes fuertemente conexas en algunos textos. Da igual como les llamemos, lo que nos interesa saber es cuántos conjuntos de vértices legalmente conectados tenemos para «pegarlos» y conseguir la conexión total del digrafo. 


			 


			Seguimos con la tarea que nos ha encomendado el ayuntamiento. Tenemos que cambiar el sentido de alguna calle para que existan los caminos legales de ida y vuelta entre cualquier pareja de vértices. Vamos a pensar un poco. Si cambiamos, por ejemplo, el sentido de la calle entre 7 y 8 tendremos un nuevo ciclo dirigido (8,7,10,5,2,8) que conectará bien a los elementos del ciclo (2-8-9-12-8-9-5-2) con los elementos del ciclo (1,7,10), son dos líneas circulares que están conectadas: se puede ir de un punto cualquiera a otro, si hace falta, con transbordo. Ya tenemos bien conectados los vértices {1,2,5,7,8,9,10,12}, como hemos marcado en amarillo en la ilustración siguiente. 
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			Ahora ya puedo ir, por ejemplo, de 1 a 9 haciendo 1-710-5-2-8-9. 


			Ya casi lo tenemos, nos faltan por conectar de forma legal a (3,4,6,11). Veamos si cambiando alguna dirección los enganchamos en un ciclo que los conecte con los que ya están en amarillo. 


			Si cambiamos el sentido de la calle entre el 2 y el 3, tendremos el ciclo dirigido (3,4,6,11,12,8,9,5,2,3) que conecta de forma legal el conjunto de vértices {3,4,6,11} con el conjunto de vértices {1,2,5,7,8,9,10,12} y ya habríamos terminado. 
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			Interesante, ¿verdad? A mí me lo parece. 


			Más adelante en este libro describiremos algoritmos muy simples que nos permitirán decidir si un grafo es conexo o no. 


			Por ahora lo dejamos aquí. Vamos a presentar a unos monstruos muy, muy simpáticos que nos van a ayudar en esto de la conexión de grafos y digrafos. Y en otras muchas cosas. 
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            UN MONSTRUO VIENE A VERME 


			 


			Dice Joaquín Araújo, naturalista, que «cada árbol en pie es un punto de apoyo para esta lisiada humanidad». Este no es un libro de filosofía, es un libro sobre grafos, pero también nos apoyamos en los árboles y en su sabiduría para resolver situaciones cotidianas de una forma tan audaz como elegante. 


			 


			Tener un hijo, plantar un árbol y escribir un libro. Eso es lo que la cultura popular nos recomienda hacer en la vida para sentirnos «realizados». En mi opinión, la única cosa que no debemos eludir es la segunda: la del árbol, ya que nuestro querido planeta nos está gritando, cada vez con más fuerza, que o cambiamos de forma de vida o nos quedan dos telediarios más. En ese sentido, controlar la natalidad (tenemos un problema de superpoblación) y el consumo de papel no estaría de más —dijo ella en su libro de papel. 
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			Dejemos los hijos y los libros a un lado, por el momento. Bueno, este no, no lo dejes ahora, que te voy a contar cosas muy chulas. Vamos a centrarnos en los árboles. Porque, como en la película que da nombre a este capítulo, llegan de visita a «esta casa» unos monstruos (en el sentido de la sexta acepción de la RAE, «persona que en cualquier actividad excede en mucho las cualidades y aptitudes comunes») que nos van a ayudar a resolver algunos problemas en grafos. Y sí, como en la película, estos monstruos adorables serán árboles. 



			Para ello vamos a definir qué es un árbol (en Teoría de Grafos, claro). Un árbol es un grafo conexo que no tiene ciclos. Conexo ya sabemos lo que significa, lo vimos con Love Actually: que entre dos vértices cualesquiera podemos encontrar un camino de aristas que los unen. Y que no tiene ciclos es eso, que no podemos encontrar ningún camino de aristas en el grafo que salga de un vértice y vuelva a él. 


			Vamos a dibujar un árbol. 
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			Puedes comprobar que entre cualquier pareja de vértices existe un camino de aristas que los une (es conexo) y que no hay ciclos. 


			El siguiente grafo no es un árbol. ¿Por qué? 
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			Efectivamente, porque contiene un ciclo. Lo hemos marcado en rojo en la siguiente figura. 
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			En la cultura popular este tipo de árboles (inertes) los encontramos, por ejemplo, cuando hablamos de árboles genealógicos. Siempre que pertenezcan a familias sensatas en las que el incesto no esté permitido, claro, porque cualquier relación incestuosa daría lugar a un ciclo y el árbol genealógico dejaría de ser árbol. 


			La siguiente figura tampoco representa un árbol. En esta ocasión lo que falla es la condición de ser conexo. 
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			Se ve sin dificultad que el grafo no es conexo porque, por ejemplo, no existe ningún camino de aristas que una los dos vértices que hemos marcado en rojo. Pero como es un grafo sin ciclos decimos que es un bosque, y cada de una de las componentes conexas de este bosque (2 en nuestro ejemplo) será eso, conexa y sin ciclos. Por lo tanto, las componentes conexas de un bosque son siempre árboles; dicho de otra manera, los bosques están formados por árboles. No te esperabas esta sorpresa en el guion, ¿verdad? 


			Decíamos al principio de este capítulo que los árboles nos iban a ayudar a resolver problemas, y estoy (casi) segura de que te estarás preguntando qué tipo de problemas se pueden resolver usando este tipo de objetos. Vamos a ver uno de ellos. 


			Imagina que en una determinada zona geográfica un temporal ha inutilizado todas las carreteras de la red que comunicaba entre sí a los municipios de la zona. Imagina que, antes del temporal, la red de carreteras de la zona tenía esta pinta. 
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			Como medida de emergencia, lo primordial es conectar a las poblaciones para que ninguna quede aislada del resto. Dicho en término de grafos, ahora que somos ya casi expertos, construir un grafo conexo que pase por esos vértices. Como las carreteras originales (las que aparecen representadas en rojo en la ilustración anterior) están destrozadas pero el terreno estaba acondicionado para ellas, vamos a reponer las que sea preciso para conseguir eso, un grafo conexo que conecte todas las ciudades. Al tratarse de una situación de emergencia, vamos a reparar el menor número de carreteras necesarias para restablecer la conexión, y esto se traduce en que el grafo conexo que estamos buscando no debe tener ciclos porque, al fin y al cabo, si tengo un ciclo en dicho grafo puedo eliminar cualquiera de las carreteras que lo componen y las ciudades seguirán conectadas. 
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			Recapitulemos un poco. Queremos un grafo conexo (para que ninguna ciudad se quede aislada) y que no tenga ciclos. Eso es, precisamente, un árbol. Como queremos usar las aristas del grafo original (es decir, reconstruir carreteras existentes, no construir carreteras nuevas), lo que queremos se conoce como un árbol recubridor del grafo. Llamamos árbol recubridor de un grafo a un árbol que pasa por todos los vértices de dicho grafo y usa aristas del mismo. Por ejemplo, el que mostramos a continuación señalado en verde: 
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			Evidentemente, no es el único que podemos construir. Otro ejemplo sería este (también en verde): 
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			Dependiendo de diversos factores, unos árboles son mejores que otros. Por ejemplo, no estamos teniendo en cuenta aquí la longitud en kilómetros de los distintos tramos de carretera, solo el número de tramos, pero sería lógico intentar minimizar el número de kilómetros de carretera a reconstruir por hacerlo más rápido y más barato. O, por ejemplo, si pensamos que el hospital comarcal está en Tatooine, tratar de reconstruir un árbol de carreteras que minimice la distancia de cualquier otra ciudad a Tatooine. Este tipo de restricciones o prioridades también se pueden tener en cuenta a la hora de buscar el árbol recubridor, pero lo veremos en otro capítulo. En este solo nos preocuparemos de construir árboles recubridores, solo eso. 


			Fijémonos en los dos árboles recubridores de carreteras que aparecen en las dos ilustraciones anteriores. ¿Qué tienen en común? 


			Eso es, que los dos usan 10 aristas. En los dos casos habría que reconstruir 10 carreteras. Curioso, ¿no? Busca un papel, dibuja, no sé, 7 vértices (7 puntitos) y un árbol que pase por ellos. Mientras lo haces, yo también voy a dibujar el mío. 
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			Yo lo he conseguido con 6 aristas, ¿y tú? Ya lo sé, también con 6. Es una propiedad de los árboles: el número de aristas de cualquier árbol es igual al número de vértices menos uno. 


			En los capítulos siguientes te voy a presentar distintos algoritmos para calcular árboles recubridores de un grafo según la aplicación que le quieras dar. Ahora te enseñaré un método muy simple que, hasta donde yo sé, no tiene un nombre especial pero que podemos llamar el método de la cuenta de la vieja, aunque algunas personas a este tipo de algoritmos les llaman algoritmos voraces porque van «comiendo», sin ordenar previamente, todo lo que pueden comer a su paso. A mí me gusta más lo de la cuenta de la vieja porque reivindica a nuestras sabias abuelas, pero, por supuesto, eres libre de llamarlo como más te guste. Faltaría más. 


			Partimos de nuestro grafo inicial y empezamos a comernos las aristas que podamos, siempre que no desconectemos a ningún vértice, ¿eh?: 
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			Se trataría de ir eliminando aristas para ir rompiendo los ciclos (sin que el grafo se desconecte). Comencemos, no sé, por las exteriores, que se ven muy clarito. Eliminemos las aristas (Alderaan, Kessel), (Kessel, Tatooine), (Tatooine, Sullust), (Sullust, Endor), (Corellia, Dagobah) y (Dagobah, Alderaan). Nos queda: 
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			Bien. Hemos eliminado 6 aristas y el grafo sigue siendo conexo. Busquemos ahora un ciclo y eliminemos una arista del mismo para romperlo, pues los árboles no tienen ciclos. Por ejemplo, podemos eliminar alguna arista del ciclo (Kessel, Bespin, Hoth, Rishi, Dagobah, Kessel), y lo hemos marcado en verde en la siguiente figura: 
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			Si eliminamos, por ejemplo, la arista (Rishi, Dagobah) nos queda el siguiente grafo, que sigue siendo conexo, sin vértices aislados: 
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			¿Siguen quedando ciclos en ese grafo? Efectivamente, siguen quedando los ciclos (Dagobah, Kessel, Bespin, Dagobah) y (Bespin, Hoth, Rishi, Bespin). Los hemos marcado en verde y azul en la siguiente figura: 
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			Bastaría, ahora, eliminar una arista de cada uno de estos ciclos para romperlos. Por ejemplo, del ciclo verde eliminamos la arista (Kessel, Bespin) y del ciclo azul la arista (Bespin, Hoth), y nos queda: 
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			¿Qué más podemos eliminar? Nada. Ya tenemos un árbol recubridor, un árbol (conexo y sin ciclos) que pasa por todos los vértices de nuestro grafo original. Y fíjate, cuenta el número de aristas y comprueba que son, efectivamente, 10. Era de esperar, porque nuestro grafo tiene 11 vértices, y cualquier árbol con 11 vértices tiene 10 aristas (una menos que el número de vértices). 


			Por supuesto, según qué aristas elijamos borrar usando este método, nos saldrán árboles recubridores distintos. Bueno, nadie dijo que el árbol recubridor de un grafo sea único. De hecho, como ya te he dicho, en los capítulos siguientes vamos a ver otros métodos para calcular árboles recubridores de grafos. Empezaremos como Teseo, entrando en un laberinto y cruzando los dedos (que no es nada científico pero da mucho consuelo) para no encontrarnos al minotauro. 
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			DENTRO DEL LABERINTO 


			 


			¿Has entrado alguna vez en un laberinto? En lenguaje figurado, si tienes más de 15 años, seguro que sí, que te has encontrado en medio de algún laberinto emocional sin saber hacia dónde andar para salir. Con esos no te podemos echar una mano, esto no es un libro de autoayuda, pero para los laberintos reales, los que se pueden tocar, te enseñamos cómo resolverlos de la forma más eficiente. 


			 


			Los laberintos han sido siempre (y creo que aún lo son) construcciones fascinantes e inquietantes para todos, especialmente para los más jóvenes, grupo en el que siempre me gusta incluirme. Debe ser por eso por lo que esta enigmática estructura aparece en la literatura desde hace muchos siglos. Para mí, por ejemplo, la leyenda de Teseo y el minotauro, de la mitología griega, es una de las más hermosas. Y angustiosa. Aunque tengo que reconocer que, más que la leyenda del bravo Teseo, lo que me erizó la piel, como no muchas lecturas han conseguido, fue el famoso cuento de Jorge Luis Borges titulado La casa de Asterión y su punzante final: 


			 


			¿Lo creerás, Ariadna? El minotauro apenas se defendió. 


			 


			¿Cómo se puede infligir tanta tristeza al lector con tan pocas palabras? ¡Ay! No creo que las matemáticas tengan, afortunadamente, la respuesta a esta y a otras preguntas relacionadas con los sentimientos, así que sigamos con nuestros árboles y nuestros grafos. 


			Te prometía al final del capítulo anterior que nos meteríamos en la piel de Teseo para cruzar el laberinto y acabar con el minotauro. Ya, ya sé que no fue exactamente esa la promesa, pero he ido cambiando de opinión al pasar la página. Vamos a ver un método para recorrer el laberinto, sin necesidad del hilo de Ariadna, encontrando la salida pero, además, pasando por todas las estancias del mismo con el fin de encontrar a la bestia mitológica. 


			Un método muy simple (y antiguo, lo usábamos en las ferias de mi pueblo cuando yo era una niña) para salir de un laberinto es entrar en él con una mano (la derecha o la izquierda) pegada todo el tiempo a la pared. Por ejemplo, la figura siguiente ilustra que si entramos en el laberinto que Raquel ha dibujado con la mano izquierda pegada a la pared todo el tiempo (y que marcamos en amarillo), conseguiremos salir de él sin ninguna dificultad. 


			 



			[image: ]


			 



			Aquí podría acabar este capítulo, si no fuera porque en el recorrido que muestra esa figura no hemos pasado por todas las salas. Cabe la posibilidad de que salgamos sin haber encontrado al minotauro porque esté dormido en un rincón de la sala que en la ilustración siguiente hemos marcado con una cruz. 
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			Si bien es cierto que no hay evidencia científica de la existencia de minotauros, podemos pensar, por ejemplo, que el recorrido en amarillo sea, en realidad, el recorrido de una cámara móvil por las salas para la vigilancia nocturna de las instalaciones. En ese caso también nos interesa que se asome a la sala marcada con la crucecita. Veamos, entonces, un algoritmo (un método) para realizar ese examen en profundidad de nuestro laberinto. 


			Posiblemente te estarás preguntando, no te culpo, qué relación tiene este problema con los árboles del capítulo anterior, y yo estoy deseando contártelo. 


			El método que vamos a usar para examinar en profundidad el laberinto es un método utilizado para encontrar árboles recubridores de un grafo (árboles que pasaban por todos los vértices del grafo, lo vimos en el capítulo anterior). Este método se conoce como búsqueda en profundidad (se suele llamar algoritmo DFS, por sus siglas en inglés: Depth First Search). Muchos lo conocemos también como la búsqueda del ladrón, porque sería el método que usaría un ladrón al entrar en un edificio (grafo) por una puerta (vértice) y tratar de escapar. En cada instante, nuestro ladronzuelo iría a una habitación (vértice) contigua (unido por una arista) al vértice que ocupa, intentando avanzar lo más lejos que pueda. 


			En términos de grafos, el método consiste en lo siguiente: elegimos el vértice de salida y avanzamos hasta el primer vértice que esté unido a él (que sea adyacente). Hago una parada aquí para explicar lo del primer vértice. Los vértices estarán etiquetados con números (o letras), y antes de entrar decidimos el orden que seguiremos, si ascendente (eligiendo el más pequeño) o descendente (eligiendo el más grande) en el caso de que las etiquetas sean números (o ascendente y descendente según el orden alfabético si las etiquetas de los vértices son letras). Pues bien, cada vez que llegamos a un nuevo vértice repetimos la jugada: nos mudamos al primer vértice adyacente (según el orden que hayamos decidido) a aquel en el que nos hallamos y que no hayamos visitado antes. Y repetimos este método hasta que hayamos visitado todos los vértices una vez. 


			Pero ¿y si llegamos a una sala (vértice) de la que ya no podamos salir porque o bien no tiene más vértices adyacentes o bien los que tiene ya fueron visitados anteriormente? En ese caso, volvemos a la sala anterior y buscamos otra vía de escape. Si la hay. Si no, volvemos a retroceder. 


			Como dicen, y es verdad, aquello de la imagen y las mil palabras, vamos a verlo con un ejemplo sobre un grafo concreto. Para ello elegiremos el grafo de la siguiente figura, cuyos vértices están etiquetados con números del 1 al 7. Comenzamos en el 1 y elegiremos los vértices en orden ascendente, es decir, el de menor etiqueta. 
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			El primer paso es fácil, ¿no? Saliendo del vértice 1 tenemos que ir al vértice de menor etiqueta conectado con él, que es el 3. ¿Nos lo pintas, Raquel? 
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			Gracias. Del 3 podemos ir al 4 y al 6 (también al 1, pero ese ya está visitado y por eso aparece de color verde). Elegimos el 4. 
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			Ahora, desde el 4, podemos elegir 2, 6 y 7. Elegimos el más pequeño, el 2. 
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			Este paso es muy fácil, porque desde el 2 solo nos queda la opción de mudarnos al 5. 
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			Lo mismo ocurre ahora: la única posibilidad de movimiento que tenemos es al 7. Ahí vamos. 
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			¿Qué ocurre ahora? Que no podemos seguir avanzando desde el 7 porque no quedan vértices vecinos sin visitar. Así que damos un paso atrás y nos volvemos al 5. Tampoco podemos escapar a otro vecino que no hayamos visitado. Retrocedemos al 2, y nos pasa lo mismo. Volvemos al 4, y desde allí sí podemos mudarnos al 6, que sigue de azul. 
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			Y ya está. Ya tenemos el árbol recubridor en profundidad de nuestro grafo desde el vértice 1. Si eliminamos las aristas azules que sobran nos queda: 
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			Precioso, ¿verdad? Y, como ya sabíamos —porque lo aprendimos en el capítulo anterior—, el árbol tiene 6 aristas, una menos que el número de vértices. Podemos obtener diferentes árboles recubridores en profundidad de este mismo grafo. Basta que comencemos en un vértice distinto del 1. ¿Qué árbol nos quedará si empezamos desde el 4 y elegimos los vértices en orden ascendente? ¿Y si empezamos en el 1 pero en orden descendente (eligiendo, cuando podamos, el vértice de mayor etiqueta)? Coge papel y lápiz e inténtalo. Te dejo la solución al final de este capítulo. 


			¿Y si elegimos el grafo del capítulo 7 y etiquetamos sus vértices con números, del 1 al 11, siguiendo en orden alfabético los nombres de los planetas? ¿Cómo sería el árbol recubridor de este grafo si usamos el algoritmo de búsqueda en profundidad comenzando en el 1 (Alderaan) y elegimos los vértices (cuando sea necesario) en orden ascendente? Te dejo la solución también al final de este capítulo. 
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			Volvamos al laberinto, ¿no? Queríamos un método que nos permitiera entrar y salir de él pero visitando todas las estancias sin dejarnos ninguna. Sí, claro, vamos a hacer una búsqueda en profundidad, pero ¿cuál será el grafo? Nos paramos un momento aquí para hacer una observación importante: estamos entrando en un laberinto desconocido para nosotros, no sabemos cuál es su estructura y, por supuesto, tampoco sabemos dónde está el minotauro (o por alguna razón menos mitológica necesitamos supervisar todos los rincones del laberinto). Esto es importante recordarlo porque, aunque para explicar la estrategia estaremos viendo el plano del laberinto todo el tiempo, en la práctica Teseo (o quien sea) solo estará viendo la sala en la que se encuentra en cada momento. 


			Ahora sí. El grafo en el que vamos a hacer una búsqueda en profundidad será uno cuyos vértices son las salas, y las aristas unirán las salas (vértices) que están unidas entre sí, desde las que se puede pasar de una a otra. En la siguiente figura tenemos representado el grafo que vamos a recorrer en profundidad para entrar, supervisar y salir del laberinto de la figura. 
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			Empezamos en el vértice de la entrada, señalado en color verde, y nos movemos siempre a una sala vecina (adyacente), eligiendo, si hay varias, la que esté más a la derecha. Si llegamos a una sala desde la que no podemos seguir, porque no tiene más salas vecinas o las que tiene ya han sido visitadas, retrocedemos a la sala anterior y seguimos nuestro algoritmo. 


			Si lo hacemos como hemos aprendido en este capítulo, el orden en que las salas son visitadas será el que nos indican los números de la siguiente ilustración (en la que hemos destacado en verde las aristas que son parte del árbol recubridor obtenido con esta búsqueda en profundidad). 
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			Como hemos tenido que retroceder en varias salas, el recorrido que hemos hecho dentro del laberinto es el que muestra la figura siguiente: 
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			Como ves, si te desplazas con atención no puedes perderte e inspeccionarás todos los rincones del laberinto, mejor que con el hilo de Ariadna. En el caso de que seas el mismísimo Teseo y solo te interese encontrar al minotauro (que suponemos que está en la sala 22), después de derrotarlo (o de convencerlo para que salga contigo a merendar pan con aceite y sal y se deje de fantochadas) debes recorrer el camino hacia atrás desde esa sala y hacer el recorrido de la siguiente ilustración: 
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			Habrás observado que hemos estado explorando laberintos con una sola entrada (que será también la salida). Pero ¿y si el laberinto tiene una entrada y una salida diferentes? También podemos usar la búsqueda en profundidad en esta situación, como hemos hecho, por ejemplo, en el siguiente ejemplo, en el que hemos avanzado según el algoritmo de búsqueda en profundidad eligiendo, cuando había que hacerlo, la sala que nos encontrábamos más a la derecha. 
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			En todos los ejemplos que hemos visto en este capítulo conviene tener en cuenta un detalle muy importante: no conocemos la estructura del laberinto, no sabemos qué forma tiene a priori. ¿Por qué es eso tan importante? Porque en otro caso, si conocemos el plano del laberinto, por ejemplo si lo tenemos en una revista de pasatiempos o en el monitor de nuestro ordenador, hay un método más eficiente que el de la búsqueda en profundidad para resolverlo. 


			¿Cómo? ¿Que también quieres aprenderlo? Tendrás que esperar al próximo capítulo. Pero antes te dejo las soluciones a los retos que hemos dejado planteados a lo largo de este. 


			Si tenemos el grafo 
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			¿qué árbol nos quedaría si empezamos desde el 4 y elegimos los vértices en orden ascendente? 
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			¿Y si empezamos en el 1 pero con orden descendente (eligiendo, cuando podamos, el vértice de mayor etiqueta)? 
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			¿Y si elegimos el grafo del capítulo 7 y etiquetamos sus vértices con números, del 1 al 11, siguiendo el orden alfabético de los nombres de los planetas? ¿Cómo sería el árbol recubridor de este grafo si usamos el algoritmo de búsqueda en profundidad comenzando en el 1 (Alderaan) y elegimos los 


			vértices (cuando sea necesario) en orden ascendente? 
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			Dejamos el laberinto y nos vamos a la jungla. A la jungla de cristal. 
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			JUNGLA DE CRISTAL 


			 


			Si en el capítulo anterior aprendimos a movernos dentro de un laberinto sin necesidad del hilo de Ariadna, solo con intuición y grafos, en este vamos a desplegar nuestras fuerzas para movernos dentro de un rascacielos sin ser vistos por unos malvados terroristas. Ponte los zapatos, hay cristales en el suelo. 


			 


			[image: ]


			 


			Sí, hemos elegido otra película navideña como inspiración para este capítulo. Y es que si en el capítulo anterior aprendimos la búsqueda en profundidad para encontrar al minotauro en un laberinto de la isla de Creta, en este vamos a aprender a realizar otro tipo de búsqueda en grafos para encontrar a John McClane en el Nakatomi Plaza. 


			Cuando describí, en el capítulo del laberinto, la búsqueda en profundidad en un grafo (para construir un árbol generador del mismo) te conté que muchas personas conocían este tipo de búsquedas como la búsqueda del ladrón, que intenta seguir avanzando mientras pueda. Pues bien, en este capítulo vamos a aprender otro algoritmo, otro método, conocido por alguna gente como el algoritmo de la policía (para rastrear un edificio en busca del ladrón). Aunque, por hacer honor al título de la película, buscamos no a un ladrón sino al mismísimo McClane, nuestro héroe navideño. 


			El algoritmo del que hablo se llama, formalmente, algoritmo de búsqueda en anchura, aunque también lo puedes buscar como algoritmo BFS (por Breadth First Search, como se llama en inglés). La idea del algoritmo es la siguiente: partiendo de un vértice exploramos todos los que sean adyacentes a él. Si lo pensamos como una búsqueda en un edificio se trata de explorar, desde una habitación dada, todas las que se comunican con ella. Una vez hecho este barrido en las habitaciones vecinas de la primera, hacemos lo mismo desde cada una de estas. Es decir, nos vamos a una habitación contigua a la primera y exploramos todas sus vecinas (salvo las que sean contiguas con la primera habitación, que ya han sido exploradas). Si lo pensamos con mente de policías, estamos tratando de barrer el edificio a lo ancho, porque no sabemos por dónde escapó el individuo que buscamos y no queremos darle la opción de volver atrás y escapar por la misma puerta por la que entró. Bueno, es lo que vemos en las películas cuando las fuerzas de seguridad (o los terroristas, en el caso de McClane) se separan para ir explorando en paralelo las habitaciones contiguas a la entrada. 


			Con esta idea en mente es muy fácil, o eso espero, entender el algoritmo BFS. Como hacíamos con el algoritmo DFS (el de búsqueda en profundidad del capítulo anterior), también vamos a etiquetar los vértices del grafo con números (o letras) y vamos a decidir (antes de empezar) en qué orden exploraremos los vértices: en orden ascendente (de menor a mayor) o en orden descendente (de mayor a menor). Una vez que tenemos claro el orden, podemos empezar. 


			 


			Elegimos un vértice de salida. Y añadimos (al árbol de búsqueda en anchura que queremos construir) todos los vértices adyacentes (vecinos) y las aristas que los unen a todos ellos con el primero. A continuación nos vamos al primero de los vértices vecinos del primero (si llamamos al vértice de salida nivel 0, los vecinos de este estarán todos en el nivel 1) y añadimos los vértices vecinos de este (solo los que no estén ya en el nivel 1). Después nos mudamos al segundo vértice del nivel 1 y hacemos lo mismo: añadimos todos los vértices adyacentes a él que no estén ya en el nivel 1 ni en el nivel 2 (porque sean adyacentes al primero del nivel 1). 


			Vamos a verlo con un ejemplo, con el que es mucho más fácil entender el algoritmo. Tomemos el mismo grafo que elegimos en el capítulo anterior para explicar el algoritmo de búsqueda en profundidad. 
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			Elegimos, como hicimos en el capítulo 8, el vértice 1 como vértice de salida (este será el nivel 0) y el orden ascendente. Por lo tanto, los primeros vértices que aparecerán en nuestro árbol serán el 3 y el 4, que son los vecinos del 1 y, por lo tanto, los únicos que estarán en el nivel 1. 
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			A continuación (dado que hemos elegido el orden ascendente) nos vamos al vértice con menor etiqueta, el 3, y añadimos todos los que sean adyacentes a este (y que aún no estén en el árbol BFS): solo el 6. 
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			Ya hemos terminado con el 3 y nos vamos al siguiente vértice del nivel 1, el 4. Y hacemos lo mismo: añadimos los vértices que sean adyacentes al 4 (y que aún no estén en el árbol BFS), es decir, el 2, el 5 y el 7. 
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			Y fin. Porque ya hemos visitado todos los vértices y ya tenemos un nuevo árbol recubridor de nuestro grafo, esta vez construido usando la búsqueda en anchura, desde el vértice 1 y eligiendo las etiquetas en orden ascendente. 


			Como ocurría cuando aprendimos, en el capítulo anterior, la búsqueda en profundidad, en el caso de que usemos la búsqueda en anchura el árbol obtenido será distinto si cambiamos el vértice de origen o los criterios para elegir las etiquetas. En nuestro ejemplo, si hacemos en árbol en anchura pero en orden descendente (eligiendo, cuando haya que hacerlo, el vértice con mayor etiqueta), nos quedaría el siguiente árbol: 
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			Al pasar al nivel 1 hemos elegido el 4 antes que el 3 (porque estamos usando el orden descendente) y han entrado directamente en el nivel 2 los vértices 2, 5, 6 y 7. Finalmente, ya todos los vértices del grafo están en el árbol recubridor. 


			Si lo construimos, por ejemplo, comenzando en el vértice 4, lo obtenemos mucho más rápido, porque el 4 es adyacente a todos los demás vértices del grafo y el árbol en anchura nos sale en el primer paso. 
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			Los tres árboles recubridores que hemos construido usando el algoritmo de búsqueda en anchura son diferentes, como ves, pero todos tienen 6 aristas, como sabes porque el número de aristas de un árbol es siempre uno menos que su número de vértices. 


			Vamos a fijarnos, de nuevo, en los dos árboles en anchura que hemos construido desde el vértice 1. 
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			Ahora juguemos al clásico juego de buscar las 6 diferencias, pero en la versión opuesta: busca las seis similitudes. ¿Las ves? Me refiero a que los árboles son claramente distintos pero los 6 vértices aparecen, en ambos árboles, en el mismo nivel. Bueno, el 1 está en ambos en el nivel 0 porque en ambos casos hemos empezado a construir el árbol comenzando en él. Pero los otros 6 vértices también están en el mismo nivel en ambos árboles: en el nivel 1 están el 3 y el 4; en el nivel 2, los 4 restantes. 


			¿Qué está pasando aquí? Lo que sucede es que cuando construimos el árbol en anchura desde un vértice dado, el 1 en nuestro ejemplo, ese árbol (independientemente del orden decidido para elegir los vértices durante el algoritmo) nos proporciona una información muy importante en matemáticas en general y en la Teoría de Grafos en particular: la distancia en el grafo. 


			Recordemos qué es la distancia en un grafo. Si tenemos un grafo simple (no ponderado, las aristas no tienen peso) y dos vértices cualesquiera de dicho grafo, u y v, la distancia entre u y v, que escribimos d(u,v), se define como la longitud (en número de aristas) del camino más corto que los une. A riesgo de ser pesada, repito, medimos la longitud en número de aristas; dicho de otra forma, si las aristas no están ponderadas, para nosotros todas miden 1. 


			Pues bien, el árbol en anchura desde un vértice cualquiera nos da las distancias desde ese vértice, el que está en la raíz del árbol (por el que hemos empezado), a los demás vértices del grafo. Por tanto, mirando la ilustración anterior, deducimos que d(1,3)=d(1,4)=1 y que d(1,2)=d(1,5)=d(1,6)=d(1,7)=2. Tenemos, por lo tanto, 2 vértices a distancia 1 del vértice 1 (el 3 y el 4) y los otros 4 a distancia 2, los del nivel 2 (el 2, el 5, el 6 y el 7). 


			Pero ¡atención!, ninguno de los árboles enraizados en 1 nos sirve para medir, en principio, las distancias entre dos vértices cualesquiera distintos del 1. Es decir, no podemos usar estos árboles para medir la distancia entre 3 y 4, por ejemplo. En ambos árboles, la distancia entre el 3 y el 4 es 2. El camino más corto que une a estos 2 vértices, en los 2 árboles, es el que pasa por el 1 y está formado por dos aristas. Pero si miramos en el grafo de partida observamos, sin dificultad, que d(3,4)=1, ¡son adyacentes! 
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			Si queremos calcular la distancia de 3 a 4, en general, tendríamos que construir el árbol en anchura o bien comenzando en 3 o bien comenzando en 4. 


			Ya que estamos con distancias, vamos a definir otros conceptos relacionados con este que son muy útiles en Teoría de Grafos, especialmente cuando los grafos en cuestión son los correspondientes a redes sociales, en los que las aristas no representan distancias físicas sino amistad o relación. 


			Por ejemplo, en un grafo podemos calcular la excentricidad de cada vértice, siendo la excentricidad la mayor distancia desde dicho vértice a otro del grafo. La excentricidad del vértice 1 en nuestro ejemplo sería 2, porque hay vértices a distancia 2, en el nivel 2; la excentricidad del vértice 4 sería 1, porque también hemos calculado el árbol en anchura desde el vértice 4 y todos los demás estaban en el nivel 1. 


			Para calcular la excentricidad de los 5 vértices restantes habría que calcular los árboles en anchura desde cada uno de ellos, como hemos hecho en la siguiente ilustración (en la que hemos elegido el orden ascendente). 
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			O bien pensar un poco. Todos los vértices están conectados al 4, luego el camino más largo entre dos vértices que no sean adyacentes es de longitud 2, pasando por el vértice 4. Si no nos damos cuenta de esto no pasa nada: también se ve claro en la figura anterior que la excentricidad de los 5 vértices es 2. 


			Concluimos, por lo tanto, que el vértice mejor situado en ese grafo sería el 4, porque tiene la menor excentricidad: está más cerca de todo el mundo. Es un influencer, vaya. 


			En cuanto a la excentricidad de los vértices, tenemos dos medidas asociadas al propio grafo: el radio y el diámetro. El radio de un grafo es la menor de sus excentricidades (1 en nuestro ejemplo); el diámetro de un grafo es la mayor de sus excentricidades (2 en nuestro ejemplo). 


			Vamos a calcular el radio y el diámetro del siguiente grafo. 
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			Te propongo que, antes de seguir, cojas lápiz y papel y lo intentes. Necesitamos calcular la excentricidad de cada vértice, ya que el radio será la menor de dichas excentricidades y el diámetro será la mayor. 


			En la siguiente figura están todas calculadas para que compruebes que lo has hecho bien. Hemos sombreado los distintos niveles para que sea más rápido calcular la excentricidad. 
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			Ya lo tenemos, ¿no? El radio de este grafo es 4, es el menor valor que toma la excentricidad (en los vértices 4 y 10). El diámetro de nuestro grafo es 7, el mayor valor que toma la excentricidad, y lo hace en los vértices 5, 6 y 7. Podemos pensar que, si se tratara de zonas urbanas dentro de una misma ciudad, los vértices 4 y 10 son los mejor situados porque están lo más cerca posible de todos; los vértices 5, 6 y 7 están más lejos que otros núcleos urbanos de algunas zonas de la ciudad. Tal vez sea esta la razón por la que se llama centro del grafo a los vértices cuya excentricidad coincide con el radio (los de menor excentricidad) y periferia del grafo a los vértices cuya excentricidad coincide con el diámetro (los que tienen mayor excentricidad). 


			Si lo piensas, es la misma idea (o parecida) a la que usamos cuando hablamos del centro y la periferia de una ciudad. Hay vértices que, como los barrios de un municipio, no están ni en el centro ni en la periferia; en este ejemplo, los vértices 1, 2, 3, 8 y 9. Este tipo de información nos podría servir, por ejemplo, para decidir dónde ubicar servicios en un determinado núcleo urbano. Los servicios deseables, en el sentido de que todos los ciudadanos quieren tenerlos cerca (hospitales, colegios, etc.), deberían ubicarse en vértices del centro, para que los puntos más alejados estuviesen lo más cerca posible, mientras que los servicios esenciales pero no deseables, en el sentido de que nadie quiere vivir cerca de ellos (centros de tratamiento de residuos, salas de concierto al aire libre, cadenas de comida rápida, etc.) deberían ubicarse en la periferia. 


			Claro que, en estos ejemplos, estamos suponiendo que todas las aristas miden lo mismo, al considerarlas sin peso, sin moderar, pero en el mundo real sí hay que tener en consideración las distintas distancias entre vértices. No te preocupes, lo haremos en capítulos posteriores. 


			Estos ejemplos no pueden servir si pensamos que las aristas que unen los distintos vértices (los distintos núcleos urbanos) representan, en realidad, líneas de metro y lo que nos importa es saber cuántas estaciones hay entre un núcleo urbano (vértice) y otro cualquiera. Trataremos ese ejemplo concreto más adelante, cuando, con la ayuda del Joker, expliquemos la importancia (de cara a la usabilidad del mismo) del diseño de los planos del metro. 


			 


			De momento esto es todo lo que Raquel y yo queríamos contar en este capítulo sobre la búsqueda en anchura en un grafo, pero aprovechando que ya conoces los dos métodos, el de búsqueda en profundidad (del capítulo anterior) y el de búsqueda en anchura que acabamos de ver, te propongo un par de retos para que puedas comprobar si lo has entendido bien. 


			Si te digo que los árboles recubridores DFS y BFS (desde el vértice 0 y con orden ascendente) de un grafo de 24 aristas son los de la siguiente imagen, ¿serías capaz de reconstruir el grafo? 
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			En este primer reto te echaré una mano: es más simple (y divertido) de lo que parece. Vamos a pensar un poco. Las aristas de ambos árboles son aristas del grafo que buscamos. Por lo tanto, lo primero que vamos a hacer es dibujar los 10 vértices y estas aristas. 


			Comenzamos poniendo las aristas del árbol DFS (el que hemos construido en profundidad desde el 0 en orden ascendente). 
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			A continuación añadimos las aristas del árbol BFS (el que hemos construido en anchura desde el 0 en orden ascendente). Algunas de las aristas del BFS ya están puestas, porque eran aristas también del DFS. Por ejemplo, la arista (0,5). 
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			Ahora vamos analizar, vértice a vértice, qué aristas podríamos añadir y cuáles no, en virtud de la información que nos proporcionan estos árboles. 


			Comenzamos con el 0. No se puede añadir ninguna arista más desde este vértice. ¿Por qué? Porque el árbol BFS (en anchura) comienza con él y, por lo tanto, el vértice 0 despliega todas sus adyacencias desde el principio. Solo está unido al 5 y al 7. Este ha sido pan comido. 


			Seguimos con el 1. El vértice 1 está unido en nuestro grafo con los vértices {2,3,4,7}, salen 4 aristas del vértice 1. Vamos a ver si en el grafo original podría tener más aristas. ¿Podría existir la arista (1,5)? Mira la imagen anterior antes de seguir leyendo. 


			Efectivamente la arista (1,5) no puede existir en el grafo original porque, en caso contrario, si existiera, en el DFS, por ejemplo, habríamos pasado del 5 al 1 y no al 4, como aparece. Te recuerdo que el orden es ascendente y se elige siempre el vértice con menor etiqueta. Si en el DFS del 5 hemos pasado al 4 es porque el 5 no es adyacente ni al 1, ni al 2, ni al 3. También podemos deducir que no existe la arista (1,5) mirando al BFS, puesto que el 5, por ser menor, está antes que el 7 y despliega sus aristas antes que él. Como vemos en el árbol BFS. El 1 aparece unido al 7. 


			¿Y la arista (1,6)? ¿Puede existir la arista (1,6)? Esta sí, no entra en conflicto ni con la información del BFS ni con la del DFS. Así que la ponemos. Y lo mismo ocurre con las aristas (1,8) y (1,9). Las ponemos en el grafo. 
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			Seguimos ahora con el vértice 2 y posteriores. Los vértices 0 y 1 ya no admiten más aristas. El vértice 2 está unido ya con los vértices {1,4,9}. ¿Podría estar unido con el 3? 


			Efectivamente, la respuesta es negativa, puesto que si existiera la arista (2,3) en el árbol DFS habríamos pasado del vértice 2 al 3 y no al 9. Pero esto es una buena noticia, claro. Cuando hemos llegado al 2 en el DFS ya estaban en dicho árbol los vértices {0,5,4,1}, faltaban {3,6,7,8,9}. Como el 2 se ha unido al 9, significa que tampoco existen las aristas (2,6), (2,7) ni (2,8). Solo nos falta decidir si la arista (2,5) podría estar en el grafo inicial, pero de nuevo la respuesta es negativa, porque si la arista (2,5) estuviese en el grafo original habría aparecido en el árbol BFS cuando le llegó el turno al vértice 5. Vamos, que del vértice 2 no salen más aristas que las que ya hemos dibujado. 


			¿Y al vértice 3? ¿Qué aristas le podemos añadir sin faltarle el respeto ni al DFS ni al BFS? Solo la (3,4) y la (3,8); las que faltan están prohibidas. 
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			Sí, fíjate. La arista (3,5) no puede existir, como ya vimos un poco antes, porque en el DFS del 5 nos fuimos al 4. La (3,6) también está prohibida, porque en otro caso el 3 se uniría al 6 en el DFS. Por esta misma razón, tampoco puede existir la arista (3,9). Y fin. Hemos acabado con el 3. 


			Vamos con el 4. El 4 es un vértice muy amistoso. Lo podemos unir con todos los que son mayores que él sin romper ninguna regla. Bueno, con el 5 y el 9 ya lo teníamos unido. Ponemos solo las aristas que faltan. 
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			Este también ha sido fácil. Nos toca analizar las posibles adyacencias del vértice 5 con los vértices posteriores: el 7 y el 9 solamente; con el 6 y el 8 ya está unido. Si te fijas, la arista (5,9) está prohibida: de existir en el grafo estaría dibujada en el BFS, y no lo está. Solo podemos añadir la (5,7). 
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			Ya queda muy poco. En el caso del vértice 6 puedes observar que están prohibidas las aristas (6,7) y (6,8), porque en el DFS no hemos seguido por dichas aristas cuando hemos llegado al 6 (hemos tenido que retroceder hasta el 1 y continuar por el 3). Así que el 6 se queda como está. 


			Y el 7. Puesto que no se puede unir al 9 por la misma razón, en el DFS no hemos podido escapar del 9 al 7 y hemos tenido que retroceder al 2. Y por lo mismo, tampoco existe la (8,9). Hemos terminado. El grafo que nos queda es: 
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			Si sumas las valencias de todos los vértices (el número de aristas que salen de cada vértice) comprobarás que el resultado es 48, y como sabemos por el lema del apretón de manos, la mitad, 24, será el número de aristas, que era uno de los datos del reto. 


			 


			No sé, porque no estoy a tu lado, si te ha gustado este pequeño rompecabezas, pero te diré que a mí eso me encanta. ¿Te atreves a hacer uno por tu cuenta? 


			Los siguientes árboles se han obtenido (en profundidad y anchura) desde el vértice 0 y en orden ascendente (eligiendo, si procede, la etiqueta más pequeña). Dibuja el grafo de mayor tamaño (con más aristas) que podría tenerse como árboles DFS y BFS. 
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			Te dejo la solución al final de este capítulo, pero inténtalo tú antes, este es mucho más sencillo que el anterior. Se hace rápido. 


			Un último reto. ¿Recuerdas que en el capítulo anterior usamos el algoritmo de búsqueda en profundidad (DFS) para recorrer un laberinto buscando al minotauro y salir de él? En aquella ocasión partíamos con la hipótesis de que el laberinto, su estructura, era desconocida por nosotros. No teníamos el plano del laberinto. Pero muchos juegos (en revistas de pasatiempos o en consolas) consisten en resolver laberintos en los que sí conocemos su estructura interior; de hecho, la estamos viendo todo el rato. En estos casos, cuando conocemos el plano del laberinto lo más inteligente es usar el algoritmo de búsqueda en anchura (BFS) que hemos presentado en este capítulo. Veámoslo con el mismo laberinto del capítulo anterior. 


			Vamos a suponer que el minotauro está en la sala marcada con el vértice de color amarillo de la siguiente ilustración. 
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			Si conocemos la estructura del laberinto podemos dibujar el grafo antes de entrar y, sobre el grafo, usar el algoritmo de búsqueda en anchura desde el vértice de entrada (lo hemos etiquetado con el 0), que nos dará el camino más corto, con menos aristas, desde la entrada (verde) hasta la sala del minotauro (amarillo). Hemos etiquetado los vértices según su distancia al vértice 0 (en su árbol BFS) y, como vemos, el vértice amarillo está a 7 pasos de la entrada, solo 7. 
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			Te recuerdo que si de entrada no conocemos la arquitectura del laberinto, como en el capítulo anterior, y usando BFS, la sala amarilla se visita en 19.º lugar. 
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			Por estas cosas, entre otras, solemos decir que la información es poder: conocer el plano del laberinto antes de entrar nos facilita mucho las cosas, porque encontraríamos antes al minotauro. Y, más aún, el propio BFS desde el 0 nos indica el camino de aristas que debemos recorrer para ello. 
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			Ahora sí, de verdad, lo dejamos aquí. Volveremos en el próximo capítulo para seguir buscando los mejores caminos dentro de un grafo, pero con una novedad importante: sabremos cuánto mide cada arista. 


			 


			No me olvido. Te dejo la solución al reto que te dejé planteado. Hemos coloreado en rojo las aristas que podrían existir. Aparte de las verdes, claro, que son las que aparecen en los árboles BFS y DFS. 
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			EL CARTERO 


			 


			¿Cuánto tiempo hace que no escribes una carta en papel, la metes en un sobre, le pones el sello y la llevas a un buzón? Es posible, incluso, que no lo hayas hecho nunca si eres suficientemente joven. Pero los carteros y los mensajeros siguen siendo fundamentales en nuestra sociedad, ya sean humanos o drones. Vamos a ayudarles a elegir la mejor ruta posible con talento. Con talento y con grafos, claro. 


			 


			Una de las costumbres que hemos ido perdiendo con la revolución tecnológica y que yo, personalmente, echo de menos es la de enviar cartas en papel a nuestros seres queridos. En un futuro no muy lejano tendremos que explicar a los más pequeños qué hacían los carteros, posiblemente comparándolos con los mensajeros que nos traen las compras que hacemos en internet. Antes de que estas las traigan drones, claro. 


			En cualquiera de los casos, tanto si son personas como si son drones, en aras de optimizar el servicio siempre habrá que elegir las mejores rutas posibles: las más rápidas, por aquello de dar un servicio más ágil, pero también por reducir el consumo de combustible y de emisiones de CO2. 
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			En este capítulo, como en los tres anteriores, vamos a buscar árboles en nuestro grafo. Eso sí, nuestro grafo ahora será un grafo ponderado; las aristas tendrán un peso, un número asignado. Si pensamos, por ejemplo, en diseñar la ruta para el cartero (o para un mensajero), los pesos de las aristas representarán la longitud de las calles o de las carreteras. 


			En estos grafos ponderados, en los que el peso de los vértices indica longitud, la distancia entre dos vértices la calcularemos como la suma de los pesos de las aristas del camino más corto (en longitud total) que los une. En el capítulo anterior hemos trabajado con grafos sin ponderar (sin peso en las aristas), y en ese caso, dados dos vértices cualesquiera de dicho grafo, u y v, la distancia entre u y v, d(u,v), es la longitud (en número de aristas) del camino más corto que los une (si las aristas no están ponderadas para nosotros todas miden 1). Te cuento esto porque podemos encontrarnos frente a una situación como la siguiente: 
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			El grafo de la imagen anterior es ponderado: cada una de las aristas lleva una etiqueta con un peso asignado. Podemos pensar, por ejemplo, que ese peso, esa etiqueta, representa la longitud del camino representado con la arista. 


			Si el grafo de la imagen anterior no fuese ponderado, si las aristas no tuviesen peso, la distancia entre los vértices A y C sería 1; son vértices adyacentes, están unidos. Sin embargo, cuando asignamos los pesos que aparecen en las etiquetas sobre las aristas, el camino más corto para ir desde A hasta C no es el camino directo; usando la arista (A,C), la distancia entre ambos puntos es 21. Pero mira cuál es la distancia tomando el camino que hemos señalado en amarillo en la siguiente figura. 
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			Efectivamente, si vamos de A a C a través de F y E el recorrido total mide 18, 3 unidades menos que la arista que une directamente A con C. De hecho, ese camino, A-F-E-C, es el de menor longitud (sumando los pesos de las aristas) que existe en ese grafo. ¿Que cómo lo sé? Te lo digo enseguida. 


			Pero antes permíteme que haga un pequeño paréntesis aquí para recordarte que, como te conté en el primer capítulo de este libro, podemos usar grafos para representar situaciones reales sin necesidad de que sean fieles a la realidad geográfica. Dedicaremos un capítulo a este tema, pero, para el problema que nos ocupa, lo que quiero decir es que me puedo plantear diseñar una ruta óptima en una determinada región geográfica con 6 ciudades (A,B,C,D,E,F) y representar la existencia de carreteras entre ellas sin necesidad de que el dibujo del grafo que utilice para ello represente exactamente la posición exacta en el mapa de dichas ciudades. ¿Te acuerdas del primer grafo que dibujó Raquel en este libro? Era este. 
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			Fin del paréntesis. Ahora sí, ahora te voy a explicar cómo calcular el camino más corto entre dos puntos en un grafo ponderado. Para el caso no ponderado, sin pesos en las aristas, ya vimos que el camino más corto de A a C, por ejemplo, se calculaba construyendo el árbol en anchura (BFS) desde A o desde C y, una vez calculado, la longitud de ese camino más corto era la distancia entre A y C en el grafo no ponderado. 


			Para el caso de grafos ponderados usaremos otro algoritmo distinto. El ejemplo que acabamos de ver nos sirve para entender que, si las aristas tienen pesos, ya no nos sirve, en general, el algoritmo BFS. Piensa que el BFS desde A colocaría a C en el nivel 1, a distancia 1, y por lo tanto nos diría que la distancia de A a C es 21; pero sabemos que no es así, que la distancia de A a C en nuestro grafo es 18. 


			Toca, por lo tanto, que te presente el algoritmo de Dijkstra para calcular el árbol de caminos mínimos. Este árbol, como su propio nombre indica, nos mostrará los caminos de mínima longitud, pero no entre dos vértices cualesquiera sino entre un vértice destacado y todos los demás, de la misma manera que el árbol en anchura nos daba los caminos mínimos en grafos no ponderados desde el vértice en la raíz a todos los demás. Una aplicación inmediata que se nos puede ocurrir del algoritmo de Dijkstra para caminos mínimos sería, por ejemplo, señalizar las rutas de salida de emergencia de un inmueble. En este ejemplo el vértice destacado sería la salida de emergencia y, por esa razón, construimos el árbol que nos marque las rutas más cortas desde cualquier otro vértice del grafo (que representará una determinada estancia del inmueble) a dicha salida. 


			Si queremos usar el algoritmo de Dijkstra para calcular el camino mínimo (de menor longitud) entre dos vértices elegidos en el grafo ponderado, por ejemplo A y C, como en nuestro caso, lo que hacemos es construir el árbol de Dijkstra comenzando en uno de ellos, A, hasta que el otro vértice, C, sea añadido a dicho árbol. Es decir, en ocasiones no necesitaremos calcular el árbol completo. Esto también ocurre cuando, en grafos sin pesos, usamos el algoritmo de búsqueda en anchura (BFS) para calcular la distancia entre dos vértices, enraizamos en uno de ellos y paramos cuando añadimos el otro. 


			Te voy a explicar el algoritmo de Dijkstra usando el grafo que teníamos como ejemplo, y vamos a usarlo para demostrarte que, como he asegurado hace unas líneas, el camino más corto entre A y C es el camino A-F-E-C, de longitud 18. 


			 


			Antes de comenzar tenemos que elegir el vértice destacado, el que será la raíz del árbol y para el que vamos a construir rutas mínimas. Como queremos calcular la distancia de A a C, tomamos como vértice destacado el vértice A. Construiremos, usando el algoritmo de Dijkstra, el árbol de caminos mínimos desde (o hacia) A; en cuanto aparezca en dicho árbol el vértice C, paramos. 


			Para elegir por orden los vértices del grafo que vamos a ir añadiendo al árbol vamos a ir rellenando una tabla con 6 columnas, una por cada vértice del grafo. En la primera fila, en el primer paso, a cada vértice le vamos a asignar una etiqueta con dos datos, (N,V). El primer dato, N, será la distancia al vértice destacado, A, en el árbol que ya tenemos. El segundo dato, V, será el vértice del árbol al que nos tenemos que «pegar» para estar a esa distancia, N, del vértice A. 


			El primer vértice que ponemos en el árbol será, lógicamente, A, el vértice destacado. Por lo tanto, las etiquetas de los 5 vértices restantes serán: 


			 


			• Vértice B: lo etiquetamos con (12,A). Solo podemos añadirlo al árbol (formado ahora mismo solo por el vértice A) usando la arista que lo une con A, y la distancia hasta A es 12, la longitud de la arista. 


			• Vértice C: llevará la etiqueta (21,A). 


			• Vértice D: (18,A). 


			• Vértice E: (14,A). 


			• Vértice F: (3,A). 


			 


			En este caso todos los vértices están conectados con el vértice A, pero, evidentemente, eso no tiene por qué ser así siempre. En ese caso, si existiera un vértice que no estuviese unido con A lo etiquetaríamos con el símbolo de infinito para indicar que en ese paso no se podrá conectar al árbol, por estar a distancia infinita de este. 


			Una vez que tenemos etiquetados todos los vértices que son accesibles desde A, añado al árbol de caminos mínimos aquel cuya primera etiqueta sea mínima. En nuestro ejemplo añadimos el vértice F a distancia 3 de A. 


			Siguiendo los consejos de la sabiduría popular sobre lo de que una imagen vale más que mil palabras, ilustramos el ejemplo paso a paso. 
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			Una vez añadido F al árbol comprobamos si los vértices adyacentes a este vértice estarían más cerca de A pasando por F. En este caso solo tenemos que comprobar si la distancia de los vértices B y E, a través de F, mejora respecto de sus distancias directas al vértice A. 


			Como puedes ver, ambos mejoran sus distancias a través de F. El vértice B está a 7 de F, como F está a 3 de A, y B está a 10 de A si se «pega» a F. Es mejor que la etiqueta que tenía, (12, A). Se la cambiamos. 


			Por un razonamiento similar cambiamos la etiqueta del vértice E por la etiqueta (7,F). Como ves, esta etiqueta, la de E, es ahora la más pequeña de la fila y, por lo tanto, será E el siguiente vértice que añadamos al árbol, y lo añadimos pegado a F, como indica su etiqueta. 
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			Una vez que hemos añadido el vértice E al árbol tenemos que comprobar si los vértices adyacentes a E (que aún no estén en el árbol) mejoran su distancia al vértice destacado, A, pasando por E. O sea, comprobamos si uniéndose a E los vértices C o D mejoran sus etiquetas. Y como puedes comprobar, ambas mejoran pasando por E. Cuando ya hemos actualizado las etiquetas elegimos el vértice con etiqueta más pequeña, el B, para añadirlo al árbol, pegado a F, como indica su etiqueta, y a distancia 10 de A. 
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			Repetimos el proceso. Miramos si C, el único vértice adyacente al «recién llegado», B, que aún no está en el árbol, mejora su etiqueta a través de B, y comprobamos que no. La arista (B,C) mide 13, más los 10 de B hasta A dan un camino de 23 desde C hasta A a través de B, que es peor que el que teníamos a través de E, de 18. Las etiquetas de C y D, por lo tanto, se quedan como estaban y elegimos D como el siguiente vértice en añadirse al árbol (pegado a E), puesto que tiene la etiqueta más pequeña. 
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			La etiqueta del vértice C no cambia al entrar D en el árbol, puesto que C y D no son adyacentes, no están unidos. Ya lo tenemos, entra C, uniéndose a E y a una distancia de 18 del vértice A, siguiendo el camino A-F-E-C, como habíamos dicho. 
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			En este ejemplo hemos construido el árbol completo porque queríamos la longitud del camino mínimo de A hasta C, y este ha sido el último vértice en unirse al árbol. 
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			Si lo que nos piden es la distancia de A hasta B nos paramos cuando B entra en el árbol, concluyendo que el camino mínimo de A hasta B es A-F-B, de longitud 10, más corto que la propia arista (A,B). 


			Como ya he dicho antes, este árbol nos proporciona los caminos mínimos desde A (o hacia A) pero no sirve para calcular distancias mínimas entre dos vértices cualesquiera. Mira, por ejemplo, cómo en este árbol la distancia de B a C es de 22, pero la arista que los une, (B,C), mide 13, y este es el camino mínimo entre ambos. Si no me crees, puedes comprobarlo con el algoritmo de Dijkstra. Es lo bueno de las matemáticas, que no son opinables sino comprobables. Iba a insertar aquí un emoticono de sonrisa, pero no me parece serio. A cambio te dejo la tabla de Dijkstra que te saldría al calcular el árbol de caminos mínimos desde B hasta llegar a C, para que compruebes que lo hiciste bien. 
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			Cambiamos un poco de tercio y vamos a buscar otros árboles con pesos mínimos, pero en otro contexto. Lo que queremos ahora es calcular, de entre todos los árboles recubridores de un grafo, aquel (o aquellos) cuya longitud total (sumando los pesos de sus aristas) sea mínima. 


			 


			Pues sí, vamos a ver otro algoritmo para calcular el árbol recubridor de un grafo. Ya hemos visto varios: eliminar aristas hasta romper todos los ciclos del grafo sin perder la conexión, el algoritmo de búsqueda en profundidad (DFS, el del ladrón), el algoritmo de búsqueda en anchura (BFS, el de la policía). Cada uno de ellos nos puede dar un árbol recubridor distinto; incluso el mismo algoritmo puede darnos distintos árboles recubridores dependiendo del orden que elijamos. Bueno, y el algoritmo de Dijkstra también, pues si lo ejecutamos hasta que entren todos los vértices nos proporciona un árbol recubridor: el árbol formado por todos los caminos mínimos desde la raíz a los demás vértices. 


			En esta segunda parte de nuestro capítulo vamos a plantearnos el siguiente problema. En una determinada región, tras una tremenda catástrofe natural, todas las carreteras que unían a seis núcleos urbanos entre sí han quedado impracticables. El grafo que representa dichos núcleos y las carreteras que los unen es el siguiente: 
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			Aunque, evidentemente, con el tiempo las administraciones correspondientes reconstruirán todas las carreteras, en una primera actuación, de urgencia, quieren centrarse solamente en los tramos que aseguren que ninguno de estos núcleos poblacionales quede aislado. Y por aquello de la urgencia, hacerlo de forma que el número de kilómetros de carretera a reparar sea el menor posible. Dicho en términos de grafos, que tú a estas alturas del libro ya dominas con seguridad, lo que quiere reconstruir la administración es el trazado de carreteras correspondiente a las aristas de un árbol recubridor de peso total mínimo; un árbol que conecte a las seis ciudades de forma que la suma total de las longitudes de las aristas sea mínima. Para ello vamos a ver otros algoritmos. Comenzaremos con el algoritmo de Prim para calcular el árbol recubridor mínimo. A este árbol se le suele llamar MST, por sus siglas en inglés (Minimum Spanning Tree). 


			Explicaremos el algoritmo de Prim mientras lo aplicamos a nuestro ejemplo. El algoritmo comienza eligiendo un vértice cualquiera del grafo: elegimos el H, por ejemplo. La longitud total del árbol resultante será la misma para cualquier vértice que elijas para empezar. La primera arista que estará en nuestro MST será elegida entre las aristas que parten de H: la de menor longitud. En nuestro ejemplo, la arista (H,C). En el caso de que hubiera más de una arista con la misma longitud mínima, elegimos una de ellas, la que queramos. 
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			A continuación elegimos la arista de menor longitud que salga de H o de C: en este ejemplo es la (C,D), de longitud 1. La añadimos. 
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			Repetimos el razonamiento y añadimos la arista de menor longitud que salga de los vértices que ya están en el árbol (H, C y D) siempre que no formen un ciclo con las que ya están, claro. Estamos construyendo un árbol, y los árboles no tienen ciclos: lo sabemos desde el capítulo 7. Añadimos la arista (C,B), de longitud 2. 
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			Continuamos. Buscamos la arista más corta que salga de los vértices que ya están en el MST (H, C, D y B) y que no forme ciclo con las que ya hemos elegido. La más corta, de longitud 2, es la arista (B,A). La añadimos a nuestro MST. 
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			En el paso siguiente tenemos 3 posibles elecciones porque hay 3 aristas que salen de los vértices del árbol, (H, C, D, B y A), de longitud mínima 3: (A,G), (H,F) y (D,E). Puedes elegir la que quieras; por ejemplo, la (A,G). 
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			Seguimos. La siguiente elección está clara: añadimos la arista (G,F), de longitud 1. 
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			Y ya solo nos queda añadir la arista (F,E), de longitud 2, y ya tenemos el árbol completo. 
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			Si sumamos la longitud de las aristas que componen nuestro árbol recubridor mínimo obtenemos que esa longitud mínima es 13. Solo necesitamos reconstruir 13 kilómetros de carretera para asegurarnos de que nadie se quedará aislado. 


			Cuando añadimos la arista (A,G) podríamos haber elegido en su lugar la (D,E) o la (H,F). La siguiente figura nos muestra qué árboles habríamos obtenido en cada caso. Como puedes ver, son distintos, pero la longitud total de ambos es la misma que hemos obtenido nosotros: 13. 
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			El algoritmo de Prim no es el único que puedes usar para calcular un árbol recubridor mínimo en un grafo ponderado. Otro algoritmo muy popular para esta tarea es el algoritmo de Kruskal. Este algoritmo ordena de menor a mayor longitud las aristas del grafo y va añadiendo las de menor longitud siempre que no se forme un ciclo, claro, hasta que todos los vértices estén incluidos. 


			Vamos a verlo con un ejemplo. Calcularemos, usando el algoritmo de Kruskal, el árbol recubridor mínimo, el MST, del siguiente grafo. 
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			Primero ordenamos las aristas de este grafo (en orden creciente) según su longitud. Lo organizamos en una tabla, que se ve más bonito. 


			 



  
    	Longitud 1 

    	(A,B), (B,C), (E,H)

  

  
    	Longitud 2 

    	(B,D), (E,G), (G,H) 

  

  
    	Longitud 3 

    	(C,D), (D,E) , (F,H) 

  

  
    	Longitud 4 

    	(B,E) 

  

  
    	Longitud 5 

    	(A,H) 

  

  
    	Longitud 6 

    	(E,F) 

  

  
    	Longitud 7 

    	(A,D) 

  

  
    	Longitud 9 

    	(A,E) 

  





			 


			Empezamos con las de menor longitud, las de longitud 1: (A,B), (B,C), (E,H). Se añaden las 3 porque no forman ningún ciclo. De las de longitud 2, si añadimos las 2 primeras que aparecen en la tabla, (B,D) y (E,G), ya no podemos añadir la tercera, (G,H), porque se formaría el ciclo E-G-H-E. Por lo tanto, la arista (G,H) se queda fuera de este MST. De las aristas de longitud 3 no podemos añadir la (C,D) porque se formaría el ciclo B-C-D-B, pero sí las otras dos: (D,E) y (F,H). Y con ello hemos terminado nuestro árbol recubridor mínimo, porque ya tenemos 7 aristas (y sabemos que los grafos de 8 vértices siempre tienen 7 aristas). La longitud total de nuestro MST es, de nuevo, 13. Lo hemos coloreado en verde en la siguiente figura. 
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			Si hubiéramos elegido la arista (G,H) en lugar de la arista (E,G) nos quedaría el siguiente árbol, que, como ya te imaginas, también tiene longitud 13. 
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			Dejamos aquí los árboles recubridores mínimos y los de recorridos mínimos porque me he enterado de que en el siguiente capítulo se han detectado falsificaciones. Espero que los culpables no se hayan atrevido a falsificar a Faulkner, que en este libro es verdadera devoción lo que hay por Faulkner. 
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			AMANECE, QUE NO ES POCO 


			 


			No nos hemos atrevido a plagiar a Faulkner conscientes de que en este pueblo es verdadera devoción lo que hay por él. Pero sí hemos osado esconder monedas falsas (indistinguibles a la vista) entre las verdaderas para retarte a encontrarlas. No es difícil, su peso difiere del de las auténticas, pero no creas que te dejaremos usar la balanza todas las veces que quieras.  


			 


			He venido, como sabes, angustiada desde el capítulo 10 porque me habían llegado rumores sobre falsificaciones en este capítulo y, como buena matemática, o como matemática decente que soy, aquí estoy para poner un poco de orden y rigor en este capítulo. 


			Ha sido una falsa alarma, pero aprovechando que Viena fue la capital del Imperio austrohúngaro y que estamos hablando de árboles desde el capítulo 7, te voy a presentar un tipo especial de árboles que, entre otras muchísimas aplicaciones (desde economía hasta inteligencia artificial), se suelen usar para resolver los clásicos acertijos de monedas falsas con las consiguientes pesadas.
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			 Me refiero a los árboles de decisión. Este tipo de árboles se suelen utilizar muchas veces para analizar cuánto y cuáles son las posibles consecuencias de una acción y decidir a la vista de las mismas. Son siempre árboles enraizados en un vértice destacado. El vértice raíz en el que tomamos la primera decisión. 
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			En el árbol de la figura la raíz es el vértice azul. A los vértices del árbol de valencia 1 (con una sola arista) les llamamos hojas (en rojo en la figura anterior), y al resto (en verde), vértices internos del árbol enraizado. Como hacíamos en el capítulo 9 cuando hablábamos de búsqueda en profundidad en el grafo para calcular las distancias a un determinado vértice, en un árbol enraizado podemos clasificar sus vértices en niveles, que dependerán de la distancia a la raíz. 
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			Cuando nuestro árbol es un árbol de decisión, cada uno de los nodos internos representa eso, una decisión. Si la decisión es binaria, de cada vértice interno saldrán, hacia el siguiente nivel, dos aristas, una por cada posible resultado. En este caso, el árbol se llama árbol binario. Si la decisión tiene 3 posibles resultados (por ejemplo, una comparación: mayor, menor o igual), de cada vértice interno saldrán hacia el siguiente nivel tres aristas y el árbol se llamará árbol ternario. Y así sucesivamente. Cuando todas las hojas del árbol están al mismo nivel, se llama árbol completo. 
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			Como hemos dicho, los árboles de decisión tienen infinidad de aplicaciones en infinidad de áreas del conocimiento. De hecho, si me apuras, más que de la Teoría de Grafos es una herramienta del área de Teoría de la Decisión, pero te voy a presentar un uso lúdico que te puede servir para amenizar una velada con niños aburridos o adultos nerviosos: los problemas de pesadas y monedas. 


			Empecemos con el más simple. Tenemos 5 monedas de las que sabemos que una es falsa pero indistinguible a la vista de las verdaderas. Solo sabemos que es falsa porque el peso difiere un poquito del peso de las monedas verdaderas, aunque no sabemos si pesa un poco más o un poco menos. Tenemos, aparte, una moneda que sabemos que es verdadera y una balanza de dos platillos, de las que sirven para comparar pesos. ¿Cuántas pesadas necesitas para identificar la falsa moneda? 


			Sí, ya, con 5 lo tienes. Basta que compares, una a una, cada una de las 5 monedas con la que sabes que es verdadera. Pero eso son muchas pesadas. Te voy a dejar que uses solo la balanza dos veces; solo podrás hacer 2 pesadas. ¿Qué pesadas debes hacer? 


			Como no te tengo delante mientras lo piensas, voy a imaginar que tus primeras estrategias coinciden con las que me suelo encontrar en talleres o ferias de la ciencia. Por ejemplo, la idea de usar la primera pesada para comparar 3 y 3 (tienes 6 monedas) ya te digo yo que no sirve para nada. Es evidente que la balanza se va a descompensar porque en uno de los platillos hay una moneda que pesa más o menos que las demás, pero no podemos deducir nada de esta pesada. Precisamente por eso, porque no sabemos si la falsa pesa más o pesa menos. 


			Lo que sí parece evidente es que, en las pesadas, el número de monedas en cada uno de los platillos debe ser el mismo. Una y una no nos sirve, porque nos costaría 5 pesadas y solo disponemos de 2. Tres y tres tampoco, por lo que hemos dicho en el párrafo anterior. Solo nos queda la opción de probar con 2 monedas en cada platillo. Y, por supuesto, una de las 4 monedas que usamos para esa pesada será la que sabemos que es verdadera. Es la única información que tenemos. De momento. 


			Si etiquetamos las 5 monedas iniciales del 1 al 5 y con V a la que sabemos que es verdadera, la primera pesada puede ser, por ejemplo, con las monedas 1 y 2 en un platillo y en el otro ponemos la 3 y la V. Esa será nuestra primera decisión y, por lo tanto, el vértice raíz de nuestro árbol. Un árbol que será ternario, puesto que cada pesada tiene 3 posibles resultados: equilibrio, plato derecho más pesado, plato izquierdo más pesado. 


			Vamos a analizar los distintos resultados de la primera pesada. El caso más simple: la balanza se queda en equilibrio. Esto significa que las 4 monedas pesan lo mismo y que, por lo tanto, las sospechosas de ser falsas son la 4 o la 5. Si el platillo con las monedas 1 y 2 pesa menos que el platillo con 3 y V, tenemos tres opciones: que la 3 sea falsa porque pesa más, que la 1 sea falsa porque pesa menos o que la 2 sea falsa porque pesa menos. En el caso contrario, si el plato (1,2) pesa más que el (3,V), las opciones serán que o bien una de las del platillo pesado es falsa porque pesa más que la verdadera o la 3 es falsa porque pesa poco. Lo representamos con un árbol, que a eso hemos venido. 
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			Solo hemos usado por ahora una pesada. Tendremos que afinar, porque solo nos queda otra y aún no sabemos dónde está la moneda falsa. 


			Si el resultado de la primera pesada es que el plato A pesa menos que el plato B (recuadro azul), solo necesitamos comparar las monedas 1 y 2, una en cada plato. Si pesan lo mismo, la falsa será la 3 (etiquetamos este resultado con 3P, la 3 es más pesada); en otro caso, la que pese menos de las dos será la falsa (llamamos 1L al resultado si la moneda 1 es falsa por ser más ligera y 2L si lo es la moneda 2), puesto que en esta situación en el platillo A solo puede haber una falsa que pesa menos de lo que debería. 
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			Si en la primera pesada los platos quedan en equilibrio sabemos que la falsa es la 4 o la 5. La segunda pesada que hacemos será, por ejemplo, para comparar la moneda 4 con la V. Si pesan lo mismo sabemos que la falsa es la 5 (aunque no sabremos si pesa más o menos que la verdadera, pero tampoco nos lo han preguntado); en otro caso, la falsa será la moneda 4, ya sea porque pese menos que la V (4L) o porque sea más pesada que esta (4P). 
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			Nos queda el tercer escenario, en el que el platillo A, el (1,2), es más pesado que el B, (3,V). Razonamos como en el primer caso. Si la falsa está en el platillo A es por pesada, y si está en el platillo B será la 3 y es falsa por ligera (3L). Para decidir cuál de los tres casos es solo tenemos que comparar, como hicimos antes, las monedas 1 y 2. 
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			Parece que sí, que lo hemos conseguido con 2 pesadas. Y, como ves, este tipo de acertijos o pasatiempos nos sirven para entrenar nuestro cerebro en la tarea de organizar comparaciones y analizar resultados a la hora de tomar decisiones importantes en nuestra vida. 


			 


			Te propongo otro reto parecido. Ahora tengo 12 monedas, indistinguibles a la vista, pero sabemos que una de ellas es falsa porque tiene un peso diferente, aunque no sabemos si pesa más o menos que las verdaderas. Como esta vez son el doble de monedas (antes eran 6) y no tenemos ninguna moneda verdadera identificada (antes teníamos la V), voy a ser generosa y te permito que uses tres veces la balanza. ¿Qué pesadas debemos hacer? 


			Igual que en el acertijo anterior, tenemos que poner el mismo número de monedas en cada platillo para las comparaciones. Poner 6 y 6 no nos da ninguna información, porque no sabemos si la falsa pesa más o menos que la verdadera. Podríamos poner 5 monedas en el plato A (1,2,3,4,5) y otras 5 en el plato B (6,7,8,9,10). Si la balanza quedara en equilibrio, A=B, sabríamos que la falsa es la 11 o la 12. Podemos tomar cualquiera de las ya pesadas como verdaderas, las 10 lo son, y comparar con la 11, por ejemplo, para saber si es la falsa. En caso contrario, sería la 12. Y me queda otra pesada para comprobar si la 12 es falsa por pesar más o menos. O sea, que si queda en equilibrio, muy bien. ¿Y si no? ¿Y si, por ejemplo, el plato A pesa menos que el B? En este escenario tenemos 10 sospechosas de ser falsas tras la primera tirada: (1,2,3,4,5) son sospechosas de pesar menos y (6,7,8,9,10) son sospechosas de pesar más. En este caso sabemos que la 11 y la 12 son auténticas, podemos usarlas para comparar. Si tomamos las 5 monedas del platillo A y la 12, por ejemplo, como modelo de moneda auténtica, con 2 pesadas, como en el primer acertijo, lo tengo resuelto (tendría 5 monedas sospechosas y una auténtica señalada). Ya estaría: con esas 2 pesadas, más la primera de 5 y 5, ya se habría resuelto el enigma en 3 pesadas. Pero ¿y si la moneda falsa no está en el platillo A? ¿Cómo puedo desenmascarar a la moneda falsa escondida en el platillo B con 4 más? Imposible. A lo mejor es que la primera pesada no era de 5 y 5. 


			Probamos pesando 4 monedas en el plato A (1,2,3,4) y 4 monedas en el plato B (5,6,7,8). 
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			El escenario más simple ahora sería que la balanza quedase en equilibrio. En ese caso, la falsa está en (9,10,11,12), 4 monedas. Podemos usar como auténtica cualquiera de las 8 primeras y, como en el primer acertijo, resolverlo con 2 pesadas. 
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			Lo interesante en este caso, cuando comparamos 4 y 4, es analizar qué ocurre cuando la balanza se descompensa. 


			Si el plato A pesa menos que B, A<B, tenemos 4 sospechosas de ser ligeras (1,2,3,4) y 4 sospechosas de ser pesadas (5,6,7,8). También sabemos que las otras 4 monedas son auténticas. Elegimos, por ejemplo, la 12 como moneda auténtica señalada. ¿Cómo seguimos? Piénsalo antes de seguir leyendo. 


			El truco está en mezclar las sospechosas de A y B y, por supuesto, en usar la moneda 12 como moneda auténtica señalada. En el plato A ponemos la 12 (auténtica), una de las ligeras (la 1) y una de las pesadas (la 5); en el plato B ponemos, por ejemplo, 2 ligeras (la 2 y la 3) y una pesada (la 6). 


			Analicemos despacio y, como dice mi madre, con talento, los tres posibles escenarios. 
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			1) En el caso de equilibrio las 6 monedas implicadas en esa segunda pesada, (1,2,3,5,6,12), eran auténticas. Solo quedan 3 sospechosas: la 4L, la 7P y la 8P. ¿Cuál será tu tercera pesada? Eso es: la 7 en el plato A y la 8 en el plato B, y fin. 


			2) En el caso de que A pese menos que B, A<B, las sospechosas serán las ligeras del plato A, o sea 1L, y las pesadas del plato B, o sea 6P. En cualquier caso, comparamos con la 12, que es auténtica, y resolvemos en la tercera pesada. 


			3) Si A pesa más que B, A>B, las sospechosas serán las pesadas de A, 5P, y las ligeras de B, 2L y 3L. Basta con usar la tercera pesada para comparar 2 y 3; si pesan lo mismo, la 5 es falsa por pesada; en otro caso, la falsa será la que pese menos. 
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			Nos queda por analizar el caso en el que, en la primera pesada, el plato A,(1,2,3,4), pesa más que B,(5,6,7,8), A<B. En este escenario, las 4 monedas en A son sospechosas de ser pesadas y las 4 monedas en B son sospechosas de ser ligeras. Y, de nuevo, podemos usar la moneda 12 como moneda auténtica señalada. Razonamos como en el caso anterior y lo conseguimos en 3 pesadas. Lo hemos representado en el esquema siguiente. 
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			¿Te ha gustado este segundo rompecabezas? Espero que sí. Para terminar con los problemas de pesadas te propongo un reto que, precisamente en España, se usó en un anuncio de una lotería del Estado. Si tenemos 8 diamantes indistinguibles a la vista y sé que uno pesa más que los demás, ¿cómo puedo identificarlo usando solo 2 pesadas? 


			Piénsalo. Solo te dejo el esquema por si no te sale, pero no lo mires, intenta diseñar por tu cuenta la estrategia. Es más fácil que las dos anteriores. 
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			Nos vemos en el siguiente capítulo, que nos lleva hasta Tailandia: me parece que hay alguna movida con un puente. 
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			EL PUENTE SOBRE EL RÍO KWAI 


			 


			Confiesa: ¿has comenzado a silbar cuando has leído el título de este capítulo? Tanto si lo has hecho como si no, te ruego que empieces a leerlo con una sonrisa. Porque te voy a contar el problema que dio origen a la Teoría de Grafos. Y sí, fue un problema relacionado con puentes, pero no un problema bélico, eso no nos gusta en esta casa, sino un problema de recorridos.  
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			Confieso que cuando estaba buscando un título de película para el capítulo dedicado a los puentes, fueron los de Madison los que llegaron primero a mi mente. Pero, independientemente de mi opinión sobre la cinta del señor Eastwood, quería que el de este fuese el título de una película más épica, una historia de honor y dedicación a la labor bien hecha incluso en condiciones, a veces, muy poco favorables. Pero no te asustes, no es que en este capítulo te vayamos a hacer sudar como a un oficial inglés al sol en medio de una selva birmana, nada de eso. Simplemente quería que fuese un título más épico porque te voy a contar mi, posiblemente, problema favorito dentro de la Teoría de Grafos: el problema de los puentes de Königsberg. Este fue el primer problema que se planteó y resolvió usando esta rama de las matemáticas, dando lugar con ello al nacimiento de la disciplina. 


			Cerramos los ojos y viajamos, mentalmente, en el tiempo hasta el siglo XVIII. En una ciudad prusiana llamada Königsberg —actualmente Kaliningrado—, situada en la desembocadura del río Pregolia, había siete puentes. Hay que decir que la orografía de Königsberg era un tanto especial alrededor de los puentes, ya que la ciudad quedaba dividida en cuatro partes por el Pregolia, como se muestra en la siguiente figura. 
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			En aquellos tiempos alguien formuló la siguiente pregunta: «¿Es posible, comenzando en cualquier sitio de la ciudad de Königsberg, elegir un recorrido que nos permita pasar una única vez por cada uno de los siete puentes sobre el río Pregolia?». Esta cuestión es conocida como el problema de los puentes de Königsberg. 


			Fíjate que en la pregunta anterior no se impone que el punto de inicio coincida con el punto final del recorrido. Esa sería una pregunta diferente: «¿Se puede diseñar un circuito, empezando y terminando en el mismo punto de la ciudad, que pase una, y solo una vez, por todos los puentes de Königsberg?». 


			La respuesta a estas dos preguntas se la debemos a uno de los mejores matemáticos de la historia, Leonhard Euler, que en 1736 dio origen así a la Teoría de Grafos. De hecho, el resultado no sirve solo para los puentes sobre el Pregolia sino para saber muy fácilmente cuándo es posible y cuándo no diseñar un recorrido o un circuito en una ciudad sin pasar dos veces por la misma calle. 


			En realidad, el problema de los puentes se puede representar como en la siguiente figura: un vértice por cada zona de la ciudad y una arista entre dos de esas zonas por cada puente que las una. 
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			Como ya te has dado cuenta, lo que obtenemos no es un grafo simple sino un multigrafo, hay más de una arista entre dos vértices, pero, por economía del lenguaje, le llamaremos grafo. Al fin y al cabo, los multigrafos son un tipo especial de grafos. 


			La pregunta sobre Königsberg se transforma así en la siguiente: ¿se puede dibujar ese grafo rojo sin levantar el lápiz del papel y sin repetir ninguna de las líneas? ¿Y empezando y terminando en el mismo vértice? 


			La respuesta a ambas preguntas es no, según el teorema de Euler. De hecho, en su honor, a los grafos que tienen la propiedad de poder ser recorridos (empezando y terminando en el mismo vértice) sin repetir aristas se les conoce como grafos eulerianos. Pues bien, según el citado teorema de Euler, un grafo es euleriano si —y solamente si— todos los vértices del mismo tienen valencia par; es decir, de cada vértice sale un número par de aristas. Por otra parte, un grafo tiene un camino euleriano (puede empezar en un vértice y terminar en otro) si —y solamente si— solo tiene dos vértices de valencia impar. 


			Si miramos el grafo asociado a los puentes de Königsberg y calculamos la valencia de cada vértice, vemos que son todas impares. Por lo tanto, no es euleriano; es imposible diseñar un circuito —empezando y terminando en el mismo vértice— que pase por todas las aristas una vez y solo una. Tampoco podemos encontrar un camino euleriano —empezando y terminando en vértices distintos— que recorra todas las aristas del grafo sin repetir ninguna. 
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			Eso sí, bastaría con eliminar dos aristas, como vemos en la figura siguiente (izquierda), o añadir dos aristas nuevas (derecha) para transformar nuestro grafo en un grafo euleriano. 
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			Como puedes comprobar, ahora sí, todos los vértices de estos dos nuevos grafos son pares (tienen valencia par). Por lo tanto, podemos dibujarlos sin levantar el lápiz del papel y sin pasar dos veces por la misma arista (que es otra forma de decir que son eulerianos). En la figura siguiente hemos etiquetado los posibles circuitos eulerianos en cada uno de estos dos grafos. 
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			En estos dos ejemplos no es difícil encontrar (una vez que sabemos que existe) el circuito euleriano (el circuito que recorre todas las aristas sin levantar el lápiz del papel y sin pasar dos veces por la misma arista), pero en algunas situaciones reales no será tan inmediato. Piensa, por ejemplo, en diseñar un recorrido para el camión de la basura en una ciudad o un barrio intentando que pase por todas las calles sin pasar dos veces por la misma. ¿Cómo se elige el orden del recorrido en el circuito euleriano una vez que sabemos que existe? Tengo una buena noticia: tenemos un algoritmo muy simple para hacerlo. Y lo vamos a exponer sobre un ejemplo concreto. 


			El grafo de la siguiente ilustración es euleriano. Todos sus vértices son pares (todos tienen valencia par, de todos sale un número par de aristas). 
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			El algoritmo de Euler para encontrar el circuito euleriano en un grafo (que sea euleriano, claro) consiste en buscar ciclos dentro del grafo y eliminarlos para construir el circuito. Suena un poco raro, pero ya verás que no es complicado. 


			Queremos construir un circuito euleriano, al que llamamos CE, y al principio, antes de empezar el algoritmo, nuestro circuito estará vacío, no hemos añadido aún ninguna arista. Eso lo escribimos CE=∅, y lo leemos como hemos dicho, CE está vacío. Ahora buscamos un ciclo en nuestro grafo. Cuanto más largo sea, mejor, tardaremos menos pasos en llegar al circuito euleriano. 


			Mira, en la siguiente figura hemos dibujado en azul las aristas del ciclo A-D-B-H-E-C-G-D-H-A. 
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			Como te he dicho, vamos a eliminarlo del grafo (lo borramos) y lo «metemos» dentro de nuestro circuito CE que ya no estará vacío: CE={A-D-B-H-E-C-G-D-H-A}. Y buscamos un nuevo ciclo que empiece y termine en A. Si no lo hubiese, buscaríamos otro que empiece y termine en D (es el segundo vértice que tenemos en CE; si no, en B, o en H, etc. Vamos eligiendo siguiendo el orden que tenemos en CE). Yo he elegido el que hemos dibujado en verde en la siguiente figura: A-C-H-G-E-B-F-A. 
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			Ahora viene la jugada. En nuestro circuito euleriano, CE={A-D-B-H-E-C-G-D-H-A}, sustituimos la primera A (o la última) por este nuevo ciclo, A-C-H-G-E-B-F-A (sale de A y vuelve a A) y luego continuamos el circuito CE como estaba. O sea, nuestro CE quedaría así: CE={A-CH-G-E-B-F-A-D-B-H-E-C-G-D-H-A}. Borramos el ciclo verde y buscamos otro ciclo que empiece en A, pero no lo hay. Miramos si queda algún ciclo que pase por C (es el segundo vértice que tenemos en CE) y, sí, lo tenemos. De hecho, es lo único que nos queda del grafo original después de borrar los dos ciclos que hemos borrado: C-D-E-F-G-B-C. 
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			Ahora, como este ciclo que vamos a borrar empieza y termina en C, lo colocamos en CE sustituyendo al vértice C (el que aparece en segundo lugar). Y ya estará completo nuestro circuito euleriano: CE={A-C-D-E-F-G-B-C-H-G-E-BF-A-D-B-H-E-C-G-D-H-A}. En la siguiente ilustración hemos etiquetado las aristas según el orden en el que serán recorridas siguiendo nuestro circuito CE. 
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			Evidentemente, si eliges otros ciclos distintos a los que yo he elegido, otro orden de recorrido, etc., te puede salir un circuito euleriano distinto. Nadie ha dicho que haya una única forma de hacerlo: Euler solo nos aseguró que si todos los vértices eran pares se podía hacer un recorrido paseando por todas las calles sin repetir ninguna. 


			¿Y si todos los vértices son pares menos 2? En este caso sabemos, por el teorema de Euler, que es posible encontrar un camino euleriano (pasa por todas las calles —aristas— sin repetir ninguna), aunque, eso sí, no es cerrado sino que empieza y termina en vértices diferentes. Sí, vale, pero ¿cómo se encuentra ese camino? Igual que acabamos de encontrar el circuito euleriano en el ejemplo anterior. Pero si dos vértices son impares, ¿cómo vas a poder encontrar el circuito euleriano? Ya verás, vamos a usar un vértice ficticio y dos aristas, también ficticias, para poder aplicar el algoritmo de Euler. Vamos, como hacemos en este libro, a verlo con el siguiente ejemplo concreto. 
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			En este grafo todos los vértices son pares (tienen un número par de aristas) excepto los vértices E y F (δ(E)=5=δ(F)). Si añadimos un vértice ficticio, X, y lo unimos con E y F, la valencia de estos dos será ya par y el vértice X también, tendrá valencia 2. 
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			Como este nuevo grafo ya es euleriano, podemos aplicar el algoritmo de Euler (el de ir borrando ciclos) para encontrar el circuito euleriano. Lo haremos buscando primero un ciclo que contenga a X; por ejemplo, el que hemos marcado en verde en la siguiente ilustración: X-E-D-C-B-A-G-D-F-X. 
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			Borramos ese ciclo y lo ponemos en el circuito euleriano que queremos construir: CE={X-E-D-C-B-A-G-D-F-X}. Y buscamos otro ciclo que contenga a X. Como no lo hay, buscamos un ciclo que contenga a E. Lo hemos dibujado en amarillo: E-C-A-F-E-G-C-F-B-E. 
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			Ahora, en nuestro circuito CE, sustituimos E por el ciclo E-C-A-F-E-G-C-F-B-E, y ya tenemos el circuito euleriano, CE={X-E-C-A-F-E-G-C-F-B-E-D-C-B-A-G-D-F-X}, que, como ves, empieza y termina con X. En la ilustración siguiente hemos etiquetado las aristas según el orden en que serán recorridas siguiendo dicho circuito euleriano. 
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			Basta ahora con eliminar X del principio y del final y ya tenemos un camino euleriano que recorre todas las aristas sin repetir ninguna, y que empieza en E y termina en F: camino euleriano={E-C-A-F-E-G-C-F-B-E-D-C-BA-G-D-F}. 


			En aplicaciones reales, cuando necesitamos que, por ejemplo, el camión de la basura o el autobús escolar salgan y vuelvan al mismo sitio pero nuestro grafo no es euleriano, lo que hacemos, obviamente, es obligarle a pasar más de una vez por la misma calle. Esto se traduciría, en términos del grafo, en añadir aristas dobles. Pero no siempre tenemos que añadirlas entre los vértices impares directamente, entre E y F, como en la siguiente figura (izquierda). Si conocemos la longitud de cada una de las calles habrá situaciones, como la que se muestra en la siguiente figura (derecha), en las que sea más corto el recorrido repitiendo 3 calles. Y todo lo que sea ahorrar en emisiones es bienvenido a este planetita enfermo. Si repetimos la arista E-F recorremos 21 unidades de longitud más, mientras que si añadimos las aristas E-B, B-C y C-F solo recorremos 9 unidades de longitud adicionales. 
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			Este tipo de problemas en los que tenemos que encontrar las rutas óptimas en grafos no eulerianos ni semi-eulerianos se conocen como problemas del cartero chino. Pero los dejamos para el próximo libro sobre grafos. Este pretende ser solo una introducción a esta fascinante disciplina matemática. 


			Recopilando un poco lo que hemos visto hasta ahora en este capítulo, tenemos que si todos los vértices son pares existe el circuito euleriano, y que si todos los vértices son pares menos dos, podemos encontrar el camino euleriano. La siguiente pregunta sería: ¿y si solo hay un vértice de valencia impar? Exacto. Eso es. Es imposible, porque el lema del apretón de manos (que aprendimos en el capítulo 4) nos asegura que el número de vértices con valencia impar siempre debe ser par. 


			 


			Para terminar, déjame que te cuente otra aplicación de los grafos eulerianos (y los semi-eulerianos, que es como llamamos a los que tienen 2 vértices impares y el resto par) que no tiene nada que ver con recorridos en una ciudad. No sé si, como a mí, te fascina ver a alguien haciendo globoflexia: animalitos hechos con globos muy largos retorcidos sin que exploten. Ahora nos preguntamos: ¿se puede conseguir hacer cualquier figura con globoflexia? Esta misma pregunta se la hicieron Erik y Martin Demaine (hijo y padre) y Vi Hart, y posiblemente la respuesta, si has leído este capítulo con atención, no te sorprenderá. 


			Se trata de asociar un grafo a cada figura formada con globos: los puntos en los que estrangulamos el globo y lo unimos con otra parte serán nuestros vértices, y el trozo de globo entre vértice y vértice serán las aristas. Pues bien, es posible hacer una determinada figura con un globo si —y solo si— el grafo resultante tiene, como máximo, dos vértices con valencia impar. Sí, el grafo debe ser semi-euleriano. Ya te dije que no te sorprendería. Si te fijas en el típico perrito hecho con globos comprobarás que, efectivamente, el grafo asociado al perrito solo tiene dos vértices con un número impar de aristas: el morrito y el rabo. 
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			Además de para saber qué animales podemos hacer con globos, este tipo de estudios tienen sus aplicaciones en el diseño de antenas y tuberías, por ejemplo, para vehículos espaciales. 
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			ALICIA A TRAVÉS DEL ESPEJO 


			 


			Súbete al Caballo Blanco, como Alicia, porque vamos de paseo por el tablero de este ajedrez. Queremos pasar por todas las casillas sin repetir ninguna. ¿Podremos hacerlo? Adelante, cruza el espejo, te lo vamos a contar. 
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			Como cualquier libro de divulgación matemática que se precie, vamos a saltar a un tablero de ajedrez para seguir hablando de nuestros queridos grafos. Vamos a entrar en el espejo y, subidos a un caballo, como el Caballero Blanco de Alicia, intentaremos llegar a la última casilla. Crucemos los dedos (que no es científico pero da mucha tranquilidad) y esperemos que ni el Caballero Rojo, ni ninguna otra pieza de este loco ajedrez que es la vida, nos desmonte antes de llegar al final de este capítulo y aprender cosas muy interesantes sobre unos grafos con propiedades muy interesantes: los grafos hamiltonianos. 


			Para presentarte estos grafos usaremos un tablero de ajedrez y un caballo. Te voy a plantear el siguiente reto: empezando en la casilla que tú elijas del tablero y realizando solo movimientos de caballo, ¿eres capaz de pasar por todas y cada una de las 64 casillas una vez y solo una? 


			En términos de grafos, que a estas alturas del libro ya dominamos con soltura, podemos pensar que las 64 casillas del tablero de ajedrez son los 64 vértices de un grafo. El número de aristas que salen de cada vértice dependerá, claro, de la posición de dicha casilla en el tablero. En una casilla del interior del tablero tendremos la valencia máxima 8, como nos indica la siguiente ilustración. Desde una casilla interior podemos movernos a 8 casillas diferentes con movimientos de caballo. 


			 



			[image: ]


			 



			El resto de las casillas del ajedrez, las que están pegadas a los bordes del tablero y las que están pegadas a estas, tendrán distintas valencias en función de las casillas accesibles desde ellas con un movimiento de caballo. Raquel y yo hemos dibujado el grafo siguiente donde hemos etiquetado cada vértice con su valencia. Como ves, estas pueden ser 2, 3, 4, 6 u 8. 
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			Ya tenemos el grafo. Ahora nuestro reto se traduce en encontrar un camino que, usando las aristas del grafo, contenga todos los vértices del mismo. Puede que te esté recordando, de pronto, al capítulo anterior y a los recorridos o circuitos eulerianos. Es normal, si te pasa. Nos pasa a muchos. En este problema no necesitamos recorrer todas las aristas del grafo; de hecho, muchas se quedarán sin recorrer. Ahora lo que quiero es pasar por todos los vértices. Si el problema del capítulo anterior recordaba al proyecto de diseñar la ruta de un camión de la basura que necesita limpiar todas las calles, este se parece más al problema de diseñar una ruta para un mensajero. Cuando nos plantean estos problemas a la vez, en una primera lectura nos parecen bastante similares, pero no, no lo son. De hecho, así como el problema de decidir si un grafo admite un circuito euleriano es muy fácil (solo tenemos que comprobar que todas las valencias de los vértices sean pares), el problema de decidir si podemos encontrar un camino o un ciclo (camino cerrado) que pase por todos los vértices de un grafo arbitrario es extremadamente complicado. Pero no para ti o para mí, sino para cualquier ordenador de los que existen cuando se publica este libro. 


			¿Por qué te lo cuento entonces en un libro que pretende ser una introducción a la Teoría de Grafos? Porque estoy casi segura de que, como a mí y a muchos matemáticos, te va a sorprender que problemas tan fáciles de contar y, en principio, tan fáciles de comprobar si una solución es correcta, sean tan enrevesadamente difíciles de resolver. 


			Pero, espera, no te desanimes. Es muy complicado encontrar un camino o un ciclo que pase por todos los vértices en un grafo arbitrario, pero en el tablero de ajedrez y con un caballo sí podemos dar una solución. De hecho, podemos dar muchas: según las estimaciones, más de 19 mil… billones. Sí, billones de los nuestros, de los de verdad, no billones americanos. Mira, esta es una de ellas: una solución abierta. La casilla donde empezamos, la 1, no es la misma en la que terminamos, la 64. 
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			Este problema o enigma es conocido desde el siglo IX (que sepamos) como el problema de la ruta del caballero. Pero no fue hasta el siglo XVIII cuando se hizo un estudio exhaustivo y riguroso sobre él. Adivina quién fue el primer matemático que se sentó a trabajar sobre este reto formalmente. En efecto, Leonhard Euler, el de los grafos eulerianos. Nada más que por eso los grafos que, como el del tablero del ajedrez, admiten un ciclo pasando por todos los vértices una vez y solo una, deberían llamarse grafos eulerianos. Ya lo sé, sería un lío; los grafos eulerianos son los que admiten un circuito que pase por todas las aristas una vez y solo una. 


			Espera, antes de seguir. He dicho que el grafo del ajedrez admite un ciclo que pase por todos los vértices una vez y solo una, pero no lo hemos dibujado. Aquí lo tienes. La siguiente tabla te dice cómo recorrer el tablero. Si lo dibujas en tu cuaderno vas a ver qué bonito y qué simétrico es el ciclo que te queda. 
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			Si no podemos llamar eulerianos a los grafos con ciclos que recorren todos sus vértices sin repetir ninguno, ¿cómo los llamaremos? Grafos hamiltonianos. En honor al ilustre matemático irlandés del siglo XIX sir William Rowan Hamilton. No es que sir Hamilton dedicase su investigación a la Teoría de Grafos ni que arrojara mucha luz sobre la identificación, clasificación y/o caracterización de los grafos que llevan su nombre (los que admiten un ciclo que contiene a todos sus vértices una vez y solo una), sino que fue más una cuestión de marketing. En 1857 Hamilton diseñó y comercializó un juego, el icosian game. Se trataba de encontrar sobre un tablero con el dibujo que aparece en la siguiente figura un ciclo (un camino cerrado) que pasara por todos los puntos una vez y solo una. Ajá, es similar al problema del caballo de ajedrez, pero cambiando de grafo. 
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			Parece ser que el icosian game no fue lo que se dice un éxito de ventas. Si lo piensas es que, bueno, una vez que lo has resuelto tres o cuatro veces pierdes un poco el interés. Por cierto, debajo de estas líneas Raquel ha dibujado una posible solución. 
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			Pero aunque sir Hamilton no se hiciera rico con el jueguecito, la popularidad del mismo le valió la gloria eterna (no sé si eterna, porque con el cambio climático está la cosa durilla y, posiblemente, las nuevas civilizaciones tras nuestra extinción le den un nombre diferente, pero sí hasta la primera publicación de este libro) de que los grafos que admitiesen un ciclo pasando por todos sus vértices una vez y solo una se llamasen grafos hamiltonianos. En honor a la verdad, sir Hamilton ha pasado a la historia por muchas razones relacionadas con las matemáticas y también con la física. En general, a un ciclo que pase por todos los vértices de un grafo una vez, y solo una, le llamamos ciclo hamiltoniano. 


			Además de resolver pasatiempos o juegos de ingenio, el reto de encontrar ciclos hamiltonianos en un grafo tiene aplicaciones, creo que evidentes, en el diseño de rutas de mensajería y distribución de mercancías. En este tipo de problemas logísticos se trata de salir y volver del mismo sitio y repartir los paquetes de forma óptima, y eso, entre otras cosas, parece que implica no pasar más de una vez por el mismo sitio. Como he dicho, esta es la aplicación de estas técnicas más evidente que se nos puede ocurrir, pero hay otras que son menos evidentes, quizá, y que nos podrían resultar útiles en algunas situaciones. 


			Imagina, por ejemplo, que tienes que organizar un evento con 7 ponentes (conferenciantes), y que durante el evento tienes que organizar 3 cenas (en 3 días diferentes) para ellos. En todas las cenas los 7 se sentarán alrededor de una mesa redonda. En aras de promover la interacción entre ellos te gustaría que cada noche, cada ponente, tuviera a su lado dos ponentes distintos en cada cena. ¿Es posible? 


			Si representamos a los 7 ponentes como los vértices de un grafo, lo que necesitamos son 3 ciclos formados por los 3 de forma que, en cada ciclo, cada vértice tenga, antes y después, vértices distintos. Más formalmente, necesitamos 3 ciclos hamiltonianos distintos dentro del grafo completo K7, que es el que contiene todas las posibilidades de organización. Cada distribución en la mesa será un ciclo en el que cada vértice estará unido a los dos ponentes que están, respectivamente, a su derecha y a su izquierda. 
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			¿Es posible encontrar esos 3 ciclos hamiltonianos distintos en K7? La respuesta es sí, y, de hecho, en la ilustración anterior ya estaban señalados en distintos colores. Los dibujamos ahora por separado para ver las 3 posibles distribuciones de los 7 comensales para las 3 cenas. 
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			Y si en lugar de 7 solo son 6 comensales, ¿podemos hacer lo mismo? Pues no, y no hace falta saber que existen los grafos para responder a la pregunta. Si son 3 cenas y queremos que cada persona cambie de vecinos en cada una de ellas necesitamos 6 vecinos diferentes, y solo tenemos 5. Son 6 personas en total. Pero si lo pensamos con grafos y nos preguntamos si puedo encontrar 3 ciclos hamiltonianos diferentes en K6 la respuesta, obviamente, también es no, puesto que cada vértice de K6 tiene valencia 5, y para que pudiera pertenecer a 3 ciclos distintos debería tener valencia 6 o superior. 
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			Por lo tanto, en K6 solo podemos encontrar 2 ciclos hamiltonianos distintos a la vez. 
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			Como ves, estoy dando muchos rodeos para no responderte a esa pregunta que desde hace rato te está rondando la cabeza: ¿cómo sabemos si un grafo es hamiltoniano? Es decir, ¿cómo sabemos si es posible encontrar en nuestro grafo un ciclo que pase por todos los vértices una vez y solo una? La respuesta es que no tenemos una propiedad que los caracterice. Lo siento. Ya, ya sé que en el caso de los grafos eulerianos era muy fácil, pero te he avisado unas líneas antes de que en el caso de los hamiltonianos la cosa era bastante más difícil. Muchísimo más difícil. 


			No es mi intención en este libro de introducción al estudio de los grafos hacer una lista exhaustiva de las condiciones necesarias y las condiciones suficientes para que un grafo sea hamiltoniano, ya que se escapa mucho de ser divulgación, pero déjame que te cuente algunas propiedades que nos permiten concluir que no existe un ciclo hamiltoniano. Evidentemente, para demostrar que existe bastaría con encontrarlo, por ejemplo, en el grafo que propongo: 
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			Hay, como te he dicho, algunas condiciones que son necesarias para que un grafo sea hamiltoniano y que son fáciles de comprobar. Por ejemplo, una muy evidente: el grafo debe ser conexo, claro. Si existiese un ciclo que pasara por todos los vértices, existiría un camino entre cualquier pareja de vértices, y esa es la definición de grafo conexo; lo vimos con Love Actually. Otra condición necesaria y fácil de comprobar es que todos los vértices tengan valencia 2 o superior. Claro, un vértice de valencia 1 no puede estar en ningún ciclo. Ni hamiltoniano, ni hamiltoniana, como diría mi madre. Todos los vértices en un ciclo tienen valencia 2. 


			Otra condición necesaria, quizá menos evidente pero sí fácil de comprobar, es que no puede tener vértices de corte. Los vértices de corte también los estudiamos con Love Actually, pero te los recuerdo. Un vértice de corte en un grafo conexo es un vértice tal que si lo eliminas desconecta al grafo. Vamos a verlo con el siguiente ejemplo. ¿Puede ser este grafo hamiltoniano? Es decir, ¿puedes encontrar un ciclo que pase por todos los vértices una vez y solo una? 
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			La respuesta es no. Tiene un vértice de corte. Si eliminamos el vértice C, el grafo se desconecta, pasa a tener dos componentes conexas (las hemos pintado de azul y verde, respectivamente, en la ilustración de la izquierda). De hecho, podemos dibujar el grafo de la ilustración anterior tal como aparece a la derecha en la siguiente ilustración: 
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			Fíjate en la ilustración de la derecha. Es imposible encontrar un ciclo que pase por todos los vértices una vez, y solo una: para conectar la componente {A,B,E,G} con la componente {D,F,H} habría que pasar dos veces por C, una de ida y otra de vuelta, para cerrar el ciclo. 


			Resumiendo, si el grafo tiene vértices de corte no es hamiltoniano. Por cierto, para saber si un vértice es de corte, quizá la forma más rápida de hacerlo es calculando el DFS (árbol en profundidad) desde ese vértice. Si la raíz, o sea, el vértice que hemos elegido, tiene valencia mayor que 1 en su DFS, es un vértice de corte. Si construyes el DFS desde C, como vimos en el capítulo 8, «Dentro del laberinto», te saldrá este árbol: 
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			Como puedes ver en ese árbol, el vértice C tiene valencia 2, mayor que 1, y, por tanto, es un vértice de corte. Cosa que ya sabíamos, puesto que al eliminarlo (a él y a todas sus aristas, claro) habíamos visto que el grafo se desconectaba en 2 componentes conexas. 


			¿Y parejas de corte? ¿Puede un grafo con una pareja de corte ser hamiltoniano? Pues depende. Depende del número de componentes conexas que nos queden al eliminar la pareja de corte. Si son más de dos, el grafo no puede ser hamiltoniano. Mira este ejemplo: 
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			Los vértices (G,I) forman una pareja de corte. Si los eliminamos, a ellos y a sus aristas, nos quedan 3 componentes conexas. 
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			Sabiendo esto, vamos a dibujar el grafo de esta otra manera. Es el mismo grafo, ya lo dijimos al principio de este libro: el dibujo no define al grafo. Fíjate en la ilustración inferior. Cualquier intento de dibujar un ciclo que pase por todos los vértices (hemos sombreado en amarillo un posible intento) tendría que pasar dos veces por G y dos veces por I. No puede ser hamiltoniano. 
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			Hay otras situaciones en las que se puede detectar sin mucha dificultad que el grafo no es hamiltoniano. Por ejemplo, cuando hay varios vértices de valencia 2; esos vértices nos obligan a usar las dos únicas aristas que salen de ellos para construir el ciclo. Fíjate en el siguiente grafo. 
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			Los vértices {F,G,H,I,O,M} tienen todos valencia 2. Por lo tanto, cualquier ciclo que pase por ellos debe contener, como acabamos de decir, las dos aristas que salen de cada uno de ellos. Las hemos sombreado en amarillo en la siguiente ilustración. 
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			Pues ya lo tienes: es imposible que haya ningún ciclo que pase por todos los vértices. Solo con las aristas «obligadas» el vértice N ya tiene valencia 4, es decir, ya hemos pasado 2 veces por N. No es un ciclo hamiltoniano. 


			Un razonamiento similar nos permite deducir que el grafo de la siguiente ilustración tampoco es hamiltoniano. 
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			Te dejo como ejercicio comprobar, creo que no es difícil, si el siguiente grafo es hamiltoniano. ¿Qué crees? 
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			Ya lo hemos dicho antes en este capítulo: la aplicación práctica más inmediata que se nos ocurre al hablar de ciclos hamiltonianos es la del diseño de rutas de distribución y logística que no pasen dos veces por el mismo sitio. En realidad, es bastante más complicado que decidir si existe o no un ciclo hamiltoniano. Y mira que este problema ya era intratable incluso con ordenadores. 


			Pues sí. Todos los grafos que hemos usado hasta ahora, en este capítulo, han sido grafos no ponderados, sin pesos en las aristas. Pero a la hora de optimizar rutas de distribución los grafos sí están ponderados: cada arista tendrá asignada una longitud, una distancia. Mira el siguiente grafo, por ejemplo. Imagina que quiero salir de casa a firmar ejemplares de este libro en todas las librerías de la ciudad y volver luego a casa. 
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			Para hacerlo, en principio, necesito encontrar, al menos, un ciclo hamiltoniano en el grafo. Sin problema, hay muchos. Aquí te dejamos unos cuantos. 
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			Estupendo. Pero es que yo quiero encontrar, de entre todos los posibles ciclos hamiltonianos, el que tenga una longitud total mínima. ¿Recuerdas el capítulo 10, «El cartero», en el que aprendimos a calcular el árbol recubridor mínimo? Vimos dos algoritmos para esto: el de Kruskal y el de Prim, ¿lo recuerdas? Pues lamento comunicarte que para este problema no hay algoritmo conocido que pueda resolverlo en un tiempo razonable. Cualquier intento de diseñar un algoritmo que nos diese ese ciclo hamiltoniano de longitud mínima necesitaría una cantidad exponencial de operaciones, y eso, lo siento, es como tener un tío en Alcalá. Ya sabes: ni tiene tío ni tiene na. 


			Este problema, el de encontrar el ciclo hamiltoniano de longitud mínima en un grafo, es un problema muy conocido en matemáticas. Es el problema del viajante (TSP, por sus siglas en inglés, Travelling Salesman Problem). Incluso hay una película con ese nombre, Travelling Salesman, dirigida en 2012 por Timothy Lanzone, que plantea el terrible dilema moral al que nos enfrentaría el hecho de que alguien encontrase un algoritmo para resolver el TSP en tiempo razonable. Podría ser el final del mundo tal y como lo conocemos. No estoy exagerando. No te cuento nada más para no destriparte la trama si la ves. Solo una cosa más: hay un millón de dólares para el que lo consiga. Pero, créeme, igual no merece la pena. 
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			JOKER 


			 


			Imagina que estás en un vagón del metro de Gotham City. ¿De qué te pueden servir aquí lo que ya has aprendido sobre grafos? Lo que te proponemos es para hacerlo antes de subir al vagón. Son las matemáticas que te ayudarán a mejorar el diseño del plano del metro que, efectivamente, es un grafo. 


			 


			Posiblemente una de las escenas más icónicas de la película de Todd Phillips que da título a este capítulo es la que se desarrolla en un vagón de metro en Gotham. Sin duda es un punto de inflexión (concepto muy matemático) en la trama, y si este fuese un libro de filosofía nos daría, supongo —no soy filósofa—, para un análisis muy profundo y trascendente. Pero este es un libro de matemáticas. Más concretamente, es un libro sobre Teoría de Grafos. De matemáticas con puntos y rayas, como reza el subtítulo. 
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			¿Qué matemáticas con puntos y rayas podemos hacer en un vagón de metro? Las que yo te propongo son para hacerlas antes de subir al vagón. Concretamente, antes de elegir la línea y los transbordos que tendrás que hacer para llegar allá donde quieras llegar. Me estoy refiriendo al diseño del plano del metro, que, efectivamente, es un grafo. Un grafo en el que los vértices serán las estaciones de metro y las aristas serán los tramos de líneas de metro que unen entre sí a dichas paradas de metro. En realidad, estamos hablando de un multigrafo, porque en muchas ciudades (en Sevilla, por ejemplo, no, pues solo tenemos una línea de metro) entre dos paradas existe, a veces, más de una línea de metro que las une. 



			En este capítulo vamos a centrarnos en un aspecto de los grafos que, de momento, no nos ha preocupado: cuál es la mejor forma de representar, de dibujar, un grafo. Aunque, a priori, pudiera parecer algo sin mayor relevancia que una cuestión estética, voy a tratar de convencerte de la trascendencia de ello, de la importancia de hacer un buen dibujo de tu grafo. Para ello vamos a fijarnos en los 4 grafos que aparecen en la siguiente ilustración. 
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			A estas alturas de las películas —me refiero a los capítulos de este libro— seguro que en una mirada sobre los 4 grafos me puedes decir que G1 es hamiltoniano, hay un ciclo muy visible y muy redondito con todos los vértices muy bien ordenados. Seguro que si te tuviese delante y te pudiese preguntar (como hago con mis estudiantes de Teoría de Grafos) qué característica te llama la atención del grafo G2, me dirías que es regular (todos los vértices tienen la misma valencia, 3). De G4 llama poderosamente la atención que es un grafo bipartito (con dos conjuntos de vértices bien diferenciados; hablaremos mucho de ellos más adelante en el libro). Y de G3, precisamente, lo que más llama la atención, al menos a mí, es que las aristas no se cruzan entre ellas. Tenemos, por lo tanto, 4 grafos diferentes, cada uno con una propiedad interesante. En realidad, nos falta por mencionar una característica más: los 4 grafos son el mismo. Sí, son cuatro representaciones distintas del mismo grafo. Y espero haberte convencido de que al elegir una u otra estamos resaltando una característica frente a otra de nuestro grafo. 


			Aunque las cuatro características son, como hemos dicho, interesantes, vamos a centrarnos (puesto que queremos hablar de diseños de mapas, y en esto prima la claridad) en la posibilidad de dibujar nuestro grafo sin que se produzcan cruces entre sus aristas. Como lo hemos dibujado en G3. 


			Vamos, en este capítulo, a tratar de identificar los grafos que pueden ser dibujados sin cruces en sus aristas. Diremos que un grafo es un grafo plano si se puede representar sin cruce entre sus aristas. 


			Algo que podemos intuir sin demasiada dificultad es que cuantas más aristas tenga el grafo más difícil parece la posibilidad de dibujarlo sin cruces entre sus aristas. Sabemos desde los primeros capítulos de este libro que los grafos que tienen más aristas son los grafos completos, los que llamamos Kn. Evidentemente, K1, K2 y K3 son grafos planos, puesto que estos grafos son, respectivamente, un vértice, una arista y un triángulo. ¿Y K4? ¿Es plano? La respuesta es sí, como vemos en la siguiente ilustración. 
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			¿Qué podemos decir sobre la planaridad de K5? Te dejo que intentes dibujarlo (son 5 vértices todos unidos con todos, todos con valencia 4) de forma que las aristas no se crucen entre sí. Cuando te canses de intentarlo, seguiré por aquí. 


			¿Ya? No te ha salido, ¿verdad? Ya te lo digo yo: no, no te ha salido porque es imposible. Si crees que lo has conseguido es porque has omitido alguna de sus 10 aristas. 
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			Te propongo un reto más simple. Igual ya lo conoces, porque aparece en muchas revistas de pasatiempos. Se trata de unir, en la siguiente ilustración, cada una de las 3 casas con cada uno de los 3 servicios (escuela, hospital y banco) sin que se crucen las aristas. Te digo lo mismo que antes: estaré por aquí cuando lo consigas. 
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			¿Tampoco lo has conseguido? Normal. Te he pedido que dibujes sin cruces entre las aristas el grafo bipartito K3,3 (3 casas unidas con 3 servicios, todos con todos), y, como pasaba con K5, tampoco es posible porque tampoco es un grafo plano. De hecho, estos dos grafos, K5 y K3, son los protagonistas de uno de los teoremas más importantes de la historia o, al menos, de los más citados: el teorema de Kuratowski. Este teorema nos asegura que un grafo es plano si no contiene como subgrafo ni a K3,3 ni a K5. Dicho en lenguaje coloquial, estos dos grafos es lo menos que se vende en grafos no planos. Si borráramos alguna arista a alguno de los dos, solo una, ya se podrían dibujar sin cruces. 
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			En realidad, lo que nos demostró el ilustre matemático polaco, Kuratowski, fue un poco más extenso: un grafo plano no puede contener ni a K3,3 ni a K5, ni a una subdivisión de estos. Voy a intentar explicarte lo de la subdivisión con un ejemplo concreto. 


			Consideremos el grafo de la siguiente ilustración. ¿Es plano? ¿Qué impresión te da? 
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			Puedes intentar dibujarlo sin cruces, y si ves que no lo consigues, buscar a K5 o a K3,3 escondido entre sus aristas. Para encontrar a K5 necesito que el grafo tenga 5 vértices de valencia 4. Los tiene. Precisamente los cinco primeros. Los dibujamos a estos y a las aristas entre ellos. 
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			Nos fijamos en el vértice 1. Para que esos 5 vértices formaran K5 se necesitaría que el vértice 1 estuviera unido con el vértice 4, pero no lo está. Ahora viene lo de la subdivisión. Puedo encontrar un camino desde 1 hasta 4: el camino 1-7-4. Es como si hubiésemos dividido una arista del K5, la 1-4, en dos aristas, la 1-7 y la 7-4. Pues vale, lo aceptamos como arista de un K5. Y así lo dibujamos. 
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			Necesitamos también (para encontrar el K5 escondido en nuestro grafo) establecer una arista-camino entre 2 y 3. Ojo, el vértice 7 ya no puede aparecer en ninguna otra arista-camino. De momento, no lo necesitamos para unir 2 con 3; podemos llegar a través del 0. 
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			La arista-camino entre 2 y 5 será el camino 2-9-6-8-5 que podemos encontrar en el grafo. Y ya hemos encontrado un K5 escondido en nuestro grafo. Si nuestro grafo fuese plano tendríamos que poder dibujar las aristas que aparecen en la siguiente ilustración. No son todas las del grafo, pero todas están en el grafo. Por lo tanto, si consiguiéramos dibujar nuestro grafo sin cruces también podríamos hacerlo con K5, y eso es imposible en virtud del teorema de Kuratowski. 
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			Vamos a ver otro ejemplo. Estudiemos la planaridad del siguiente grafo. Como antes, miramos si podemos dibujarlo sin cruces, y si no lo conseguimos buscamos, escondido entre sus aristas, a K5 o a K3,3. Para encontrar a K5 necesito que el grafo tenga 5 vértices de valencia 4. No los tiene. Probamos con K3,3, buscando 6 vértices de valencia 3. 
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			Elegimos al vértice 1 como uno de los vértices de K3,3 y a {3,4,5} como vértices de llegada. El vértice 2 no nos sirve (lo dejamos en medio del camino a 4) porque solo tiene valencia 2 y todos los vértices de K3,3 tienen valencia 3. 
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			Podemos visualizar, de momento, nuestro K3,3 como en esta ilustración: 
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			Nos fijamos ahora en el vértice 3, que está en el segundo conjunto de vértices de nuestro bipartito K3,3 (hemos pintado de rojo los vértices del primer conjunto y de azul los del segundo). El vértice 3 tiene valencia 3; está unido, además de con el 1, con el 0 y con el 7. Los dos son buenos candidatos para el conjunto rojo de vértices por tener valencia 3. 
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			Estos 6 vértices, en principio, parecen buenos candidatos para desenmascarar a un K3,3 escondido en nuestro grafo inicial. Necesitamos que 0 y 7 estén unidos a los 3 vértices azules, bien directamente o bien a través de un camino que use vértices que aún no hayamos usado. 
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			Efectivamente, en nuestro grafo se había escondido una subdivisión de K3,3, y, en virtud del teorema de Kuratowski, podemos gritar a los cuatro vientos que ese grafo no es plano. Es imposible dibujarlo sin cruces en las aristas. 


			Estudiemos a continuación la planaridad de un viejo conocido: el grafo de Petersen. Evidentemente no puede esconder a un K5 porque no tiene ni un solo vértice de valencia 4: el grafo de Petersen es un grafo regular de valencia 3. 
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			Nuestro primer candidato para el primer conjunto de vértices del K3,3 será el vértice 1. Sus vecinos en el grafo de Petersen son {2,3,4} y, en principio, parecen buenos candidatos para ser los vértices del segundo conjunto de K3,3. 


			Nos fijamos en el vértice 2 y etiquetamos (y coloreamos en rojo) a sus otros dos vecinos, 5 y 6, con la esperanza de que esos 3 vértices rojos sean el segundo conjunto de vértices de nuestro K3,3. 
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			Comprobamos, ahora, si el vértice 5 está unido (directamente o a través de un camino con 3 y 4, los otros dos vértices verdes). Como puedes ver en el siguiente dibujo, 5 está unido con 4 pasando por 8 y está unido con 3 pasando por 7. 
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			Casi lo tenemos. Solo nos falta comprobar que el vértice 6 está unido con 3 y 4, y como ves en el dibujo, lo está, a través de los vértices que hemos etiquetado con 9 y 10. 
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			Ya puedes contarles a todos que el grafo de Petersen no se puede dibujar sin cruces porque esconde esta subdivisión de K3,3. 
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			Aunque también puedes guardarte esta información y proponerle a algún infante nervioso o a algún adulto intenso que trate de dibujar el grafo de Petersen sin que se crucen las aristas. Tienes asegurado un buen rato de tranquilidad. Siempre se ha dicho: la información es poder. 


			 


			Vamos con el último ejemplo de estudio de planaridad en grafos. Mira el que hemos dibujado aquí, debajo de estas líneas. ¿Es plano? ¿Qué te parece? 
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			Si intentas dibujarlo sin cruces y no te sale, trata de buscar a K5. No está. Solo hay 3 vértices de valencia mayor o igual que 4, y necesitas 5. ¿Y K3,3? Tampoco. Solo hay 5 vértices con valencia mayor o igual que 3, y necesitas 6. Concluimos que este grafo sí es plano, y te reto a que lo dibujes sin cruces en tu cuaderno. 


			Como decíamos al principio de este capítulo, la representación de un grafo puede ser esencial para según qué aplicaciones de estos objetos fascinantes. En el diseño de tuberías o circuitos eléctricos parece justificado intentar que el grafo de conexiones por tuberías y cables sea plano, o con el menor número posible de cruces. 


			Pero mencioné también el diseño de los planos de un metro. En el caso del mapa de metro de una gran ciudad es prácticamente imposible dibujar el mapa asociado sin cruces. En estos mapas el reto es diferente. No se trata de dibujarlos sin cruces entre las líneas sino de hacerlos lo más claros y prácticos posible para los usuarios del metro. 


			Harry Beck, ingeniero electrónico empleado en el metro de Londres, fue la primera persona que se dio cuenta de esto y, allá por 1931, se puso manos a la obra con el mapa del metro de Londres. Los primeros mapas del metro de Londres eran geográficos, básicamente consistían en dibujar sobre un plano de la ciudad los recorridos de las distintas líneas: 
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			El amigo Beck se percató de que al usuario no le interesaba conocer el recorrido del metro bajo tierra, sino simplemente conocer la posición relativa de las líneas y estaciones para realizar los transbordos que necesitase. Qué más me da que la vía del metro tenga, no sé, doce curvas entre Barons Court y Picadilly Circus; yo, como usuaria, solo necesito saber que están conectadas por una línea de metro. La única información que necesito, como usuaria, repito, es saber que en el grafo correspondiente con el mapa del metro de Londres existe un camino entre esas dos paradas. 


			Eso fue lo que pensó Harry Beck: en realidad, más que un diseño geográfico, lo que resultaría útil sería un diseño topológico, con menos curvas y direcciones en las líneas, y, medio en broma, hizo su primer diseño basado en los que se utilizan para los circuitos eléctricos. Algo reticentes, los directivos lanzaron la idea de Beck, que fue aceptada con entusiasmo por los usuarios del metro. 


			 


			Primer mapa de Beck de 1933 
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			Beck, a lo largo de su trayectoria, fue introduciendo diversos cambios en su diseño original en aras de conseguir mayor claridad en el plano. En 1936, entre otros cambios, eliminó curvas y solo permitió ángulos de 45 y de 90 grados. En 1940 le pidieron, entre otros detalles, que incorporase ángulos de 60 grados también, idea que se desechó por enturbiar la claridad del plano… Hasta llegar al diseño actual del metro de Londres, que, si has estado allí, sabrás que es la estrella en las tiendas de recuerdos de la ciudad inglesa. 


			Aparte del diseño del trazado de las líneas del metro, los mapas en general, y los de medios de transporte en particular, encierran otros problemas tan excitantes como endiabladamente complicados: los problemas de etiquetado. Cuando etiquetamos un mapa, las etiquetas deben ser del tamaño suficiente para que se puedan leer, pero lo justo para que no se sobrepongan en el mapa y para que el tamaño del plano del metro no sea el de una sábana. Dada la complejidad y el hecho de que los problemas de etiquetado de mapas no se reducen solo al ámbito de los transportes públicos, estos han dado lugar a muchísimos trabajos de investigación y a una larga lista de algoritmos de aproximación para tratar de resolverlos. Desgraciadamente, no existen buenos algoritmos que resuelvan el problema computacional, y es por ello por lo que aún hoy el etiquetado de los mapas se hace a mano. Un experto puede poner entre 20 y 30 etiquetas en un mapa por hora. Pero este es un problema del área de la Geometría Computacional, no de la Teoría de Grafos. Lo dejamos para el próximo libro. 
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			MADAGASCAR 


			 


			¿Has organizado alguna vez un banquete de bodas o la cena de Navidad de la empresa? Es posible que te encontraras con el reto de distribuir los comensales evitando que aquellos que se odian compartan mantel. Te presentamos un método para hacerlo de forma óptima: con una caja de lápices de colores. Y un grafo, claro. 
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			Cada vez que me preguntan por qué, en 2010, decidí dedicar parte de mi tiempo a la divulgación de las matemáticas respondo, porque es la verdad, que lo hice gracias o por culpa de mis dos hijos: Salvador y Ventura. Fueron las preguntas de este nuevo tipo de público, curioso, escéptico y sin conocimientos previos de matemáticas, las que me animaron a contar matemáticas a todos los niños y a todas las niñas. Entendiendo que llamo niños y niñas a las personas de cualquier edad que sienten curiosidad por las matemáticas, no se creen las cosas hasta que las entienden y tienen pocos conocimientos previos de la disciplina. 


			¿Por qué te cuento todo esto? Porque una de las primeras paradas de mi periplo como mamá divulgadora de matemáticas me llevó, como es lógico pensar, al colegio de mis hijos. Lo que te cuento a continuación está basado en hechos muy reales. Ocurrió en octubre de 2011, en la clase 5.º de primaria del mayor, Salvador. 


			Aquella mañana había decidido contarle a mi hijo y a sus compañeros el teorema de los cuatro colores. Y yo, muy lista (léase con ironía), les planteé lo siguiente: 


			—Si dibujáis un mapa con provincias, inventado o no, por muy, muy difícil y enrevesado que lo dibujéis, yo lo puedo colorear bien usando solo 4 colores diferentes. 


			»Entendiendo por colorear bien que, si dos provincias comparten un trozo de frontera, por muy, muy poco que compartan, tales provincias deben ser coloreadas con colores distintos. 


			En honor a la verdad y al rigor matemático, yo había planteado mal el reto, puesto que debería haber dicho «usando como máximo 4 colores». Esto es exactamente lo que asegura el teorema de los cuatro colores. Si te preguntas qué tiene que ver esto con los grafos, la respuesta la tenemos en la siguiente ilustración: colorear mapas es lo mismo que colorear grafos planos, como los del capítulo anterior, grafos sin cruces. 


			En el mapa más a la izquierda (mapa político de Madagascar) hemos puesto un vértice en cada una de sus provincias y hemos añadido una arista entre los vértices correspondientes a dos provincias en los casos en que dichas provincias comparten un trozo de sus fronteras. El mapa que así obtendremos, en cualquier mapa político, será un grafo plano siempre, sin cruces. 


			Lo que nos asegura el teorema de los cuatro colores es que podemos asignar colores a los vértices de cualquier grafo plano, con la regla de que a vértices adyacentes (unidos con una arista) se les asignen colores diferentes, usando para dicha asignación, como máximo, 4 colores. En el mapa central hemos hecho una asignación de colores a los vértices, siguiendo la regla. Ahora bastaría con colorear cada provincia con el color asignado a su vértice correspondiente y tendríamos el mapa político bien coloreado, como aparece en el mapa de la derecha. 
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			Volvamos a la clase de Salvador. Si omití «como máximo» aquel día fue, posiblemente, por facilitar la comprensión de mi mensaje. Eran niños. 


			Exacto, eran niños y niñas más listos que yo, y la primera mano levantada tardó poco en aparecer en el horizonte de la clase. 


			—¿Y si es el mapa de una isla? 


			Tienes razón, le dije, no lo he dicho bien. Usaré como máximo 4 colores pero, claro, hay mapas que necesitan menos colores. Por ejemplo, una isla se colorea con un solo color. Habrá mapas que se puedan colorear con dos, otros con tres y algunos con cuatro. Lo que no podéis encontrar ni diseñar jamás es un mapa que necesite cinco colores o más. 


			Las preguntas de aquellas mentes escépticas retadas a un duelo de diseño y coloreado siguieron sonando en el aula: 


			—¿El mapa de Andalucía necesita 4 colores? 


			Esta pregunta era esperable, puesto que el colegio de mis hijos, en particular, y nuestra vida familiar, en general, se ubican en la citada comunidad autónoma. 


			El mapa de la comunidad andaluza, formada por 8 provincias, solo necesita 3 colores para ser coloreado «legalmente». Para comprobarlo podemos dibujar el grafo asociado a Andalucía. 
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			Coloreamos los vértices de dicho grafo usando el menor número de colores posible y respetando que los vértices que estén unidos por una arista deben tener colores diferentes. Como, por ejemplo, hemos hecho en el siguiente dibujo. 
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			¿Podemos hacerlo con menos colores? Pues no, porque los vértices correspondientes a Sevilla, Córdoba y Málaga, por ejemplo, forman un triángulo; un triángulo siempre necesitará 3 colores para sus vértices. Una vez coloreado el grafo asociado al mapa basta con asignar a cada provincia el color de su vértice correspondiente y tenemos nuestro mapa coloreado. 
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			La siguiente pregunta no tardó en caer: 


			—Y España, ¿necesita los 4 colores? 


			Esta era fácil, porque lo cuento cada año en mis clases del grado de Ingeniería Informática. A mis estudiantes les digo: «¡Miremos todos para Cuenca!». Frase que, por alguna razón que no entiendo, a muchos de ellos les resulta graciosa (en el mapa no aparecen las islas porque estas no dan problema con los colores, pero en este libro adoramos Canarias y las Islas Baleares). 
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			Asignamos un color a Cuenca, por ejemplo, el azul. Esto significa que no podemos volver a asignar el azul a ninguna de las provincias limítrofes con Cuenca, que son siete: Teruel, Valencia, Albacete, Ciudad Real, Toledo, Madrid y Guadalajara. Podemos intentar usar, alternativamente, dos colores, rojo y verde, para colorearla. Si empezamos en Teruel con rojo y vamos rodeando Cuenca en el sentido de las agujas del reloj, tendríamos: Teruel-rojo, Valencia-verde, Albacete-rojo, Ciudad Real-verde, Toledo-rojo, Madrid-verde, y…no podemos asignar ni rojo ni verde a Guadalajara. Está rodeada de provincias limítrofes coloreadas con tres colores diferentes. Necesitamos usar un cuarto color. 
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			Para demostrar que el mapa político de España necesita 4 colores nos sirve Cuenca, o cualquier otra provincia que tenga un número impar de provincias limítrofes alrededor. En ese caso, en el grafo asociado al mapa las provincias limítrofes formarán un ciclo de longitud impar, y cualquier ciclo de longitud impar en un grafo necesitará 3 colores para colorear los vértices con propiedad: 
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			Mientras que los vértices de un ciclo de longitud par siempre pueden ser coloreados usando solamente 2 colores. 
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			Fue entonces cuando una alumna levantó la mano y, con el ceño un poco fruncido, preguntó: 


			—¿Por qué solo quieres usar 4 colores? No entiendo por qué quieres usar pocos colores. Cuantos más colores uses, más bonito quedará, ¿no? 


			Esta pregunta era la más interesante de todas, y confieso que muchas veces la he echado de menos cuando explico Teoría de Grafos a mis estudiantes en la universidad. Es entonces cuando me reafirmo en mi teoría de que los niños son curiosos por naturaleza y a medida que crecen esa curiosidad se va desvaneciendo, o cambia de interés, porque a partir de cierta edad la pregunta casi siempre es: «¿Esto cae en el examen?». 


			El reto de responder esa pregunta no era fácil con unos alumnos de primaria, pero no podía dejarla sin responder. Y menos estando allí mi hijo. En aquella época, en casa, veíamos la película Madagascar al menos una vez al día, y se me ocurrió plantear el siguiente problema. 


			Imagina que vamos a trasladar a los animales del zoo de Central Park (famosos en el mundo mundial tras la película Madagascar) al mundo salvaje. Excepto Alex, el león, que es un ególatra que aún no ha descubierto que los filetes que se come son de carne animal, no es posible transportar en la misma jaula a animales carnívoros con sus víctimas. Sobre la marcha, inventé algunas relaciones de incompatibilidad entre los habitantes del zoo, hasta que construimos la siguiente tabla: 
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			En ella, debajo de cada nombre hemos listado los nombres de los animales que no podrán viajar con él en la misma jaula. 


			Una solución muy simple, y que no requiere pensar, sería habilitar 8 jaulas, una para cada uno, y se acabaron los problemas de incompatibilidades. Pero queremos hacer ese transporte de animales usando el mínimo número posible de jaulas, porque cada jaula es muy cara, carísima. Para ello vamos a dibujar un grafo en que cada animal será un vértice, y dibujaremos una arista entre dos vértices si estos representan a dos animales que no pueden compartir jaula. Así: 
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			Si conseguimos colorear este grafo, usando la misma regla que hemos usado para colorear los grafos de los mapas, ya tenemos una posible solución para el problema de las jaulas. 


			¿Por qué? Porque si, por ejemplo, a un animal (vértice) se le asigna el color rojo, ninguno de los animales incompatibles con él tendrá el color rojo, porque estarían unidos a él por aristas. Si usamos 7 colores, significa que necesitamos solo 7 jaulas para hacer bien el transporte sin que nadie se coma a nadie. Los alumnos se pusieron manos a la obra y entre todos coloreamos nuestro grafo usando 4 colores. 
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			Esto significa que, de momento, solo necesitamos 4 jaulas, la mitad de las que usamos sin haber pensado un poco. En la jaula roja estarían Alex y los fosas, en la verde estarían Marty y los monos, en la azul ponemos a Melman y los pingüinos, y en la amarilla, a Gloris con Julien. No es necesario que las jaulas sean de colores, ¿eh? Solo estamos usando los colores como etiquetas para distinguirlas. 


			¿Se puede hacer mejor con menos jaulas? ¿Ese grafo necesita los 4 colores? Estuvimos pensando un poco más y, de nuevo entre todos, conseguimos colorear el grafo usando solo 3 colores. Acabábamos de ahorrarnos otra jaula. Por la cara. Bueno, por la cara no, por el cerebro, por pensar un poco más y mejor. 
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			Ahora fueron ellos los que se vinieron arriba y dijeron: «¡Vamos a intentarlo con dos colores!». Pero no lo consiguieron porque, por ejemplo, Gloria, los fosas y los pingüinos forman un triángulo, y ya sabemos que los triángulos necesitan, necesariamente, usar 3 colores. 


			El ejemplo que, sobre la marcha, improvisé para que los estudiantes de primaria entendieran la importancia de minimizar el número de colores es un ejemplo ficticio. Pero este tipo de problemas de optimización se pueden utilizar en muchas situaciones reales de la vida cotidiana. Los vértices podrían ser, por ejemplo, las asignaturas que debe impartir un departamento, y las aristas unirían entre sí a dos asignaturas si son impartidas por un mismo profesor. El número mínimo de colores para una coloración de ese grafo sería el número mínimo de franjas horarias en el horario del estudiante (puesto que dos asignaturas que imparte un mismo profesor no podrían estar a la misma hora y en el mismo color). También podemos usar este tipo de razonamientos para organizar las mesas de un banquete de bodas distribuyendo a las personas incompatibles en mesas diferentes. 
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			Es probable que a estas alturas del capítulo estés esperando a que, como he hecho en otros, te cuente un algoritmo que nos permita colorear los vértices del grafo con el menor número de colores posible. No lo hay. De hecho, no tenemos ningún algoritmo que nos permita calcular al menos eso, el número mínimo de colores que necesitamos para colorear un grafo. A ese número mínimo los matemáticos le llamamos el número cromático del grafo. Incluso con las computadoras más potentes, este problema es tan intratable como el problema del viajante, o el de decidir si un grafo es o no hamiltoniano. Pero para grafos pequeños puedes intentar hacerlo directamente, usando tu pericia y tu intuición. 


			Algunos grafos de los que conocemos su número cromático, el número mínimo de colores que se necesitan para colorear sus vértices son: 


			 


			1) Los ciclos Cn necesitan 2 colores si n es par y 3 si n es impar (lo explicamos cuando coloreamos el mapa de España). 


			2) Los grafos completos Kn necesitan siempre n colores (cualquier vértice está unido con todos los demás). 


			3) Los grafos bipartitos siempre se pueden colorear con 2 colores. 


			4) En nuestro querido grafo de Petersen el número cromático es 3, contiene un ciclo C5. 
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			Dejamos, de momento, de colorear vértices en grafos y vamos a empezar a colorear aristas. Pero eso será en el siguiente capítulo de esta trepidante aventura. 
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			EVASIÓN O VICTORIA 


			 


			No sueltes los lápices de colores, aún nos sirven. En este capítulo vamos a aprender a colorear las aristas de un grafo para organizar de forma óptima las jornadas de una liga de fútbol o los turnos de trabajo en una empresa. Pasa, no te quedes en la puerta. Te va a encantar. 


			 


			Cuando toca presentar las coloraciones de aristas en grafos, en mi clase del grado de Ingeniería Informática recurro casi siempre al fútbol y a la organización de las jornadas de una liga entre un cierto número de equipos. Pero aquí, entre nosotros, sin que se entere mucha gente, gustarme, lo que se dice gustarme, no me gusta el llamado deporte rey. Eso sí, aparece muchas veces en mis clases en la universidad y en mis charlas de divulgación porque entiendo que hasta los que no disfrutamos del balompié comprendemos las referencias porque nos han metido fútbol hasta en la sopa. Y, bueno, puestos a elegir títulos de películas no se me ocurrió (y sigue sin ocurrírseme) ninguna en la que el fútbol tuviese un papel protagonista con un final más euforizante que Evasión o victoria. Lástima que la historia real que inspiró el guion de esta película no acabase igual de bien. En fin, sigamos hablando de grafos. 
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			Bueno, si me permites, haré aquí un pequeño paréntesis para contarte dos ejemplos con sabor a fútbol que utilizo en mis clases para explicar la diferencia entre condiciones suficientes y necesarias. Ya, ya sé que no necesario y suficiente no significan lo mismo en castellano, pero no te lo vas a creer, algunas personas las confunden a veces. En honor a la verdad, estos ejemplos futboleros que utilizo en mis clases se los tomé prestados a mi hijo Ventura, que los usó hace ya algún tiempo para explicar a su amigo la diferencia entre «ser suficiente» y «ser necesario». Que tus padres sean ambos matemáticos tiene estas cosas. Al lío. El ejemplo típico que se suele usar (y que yo veo bastante claro) es el de que si llueve el suelo se moja. En términos de suficiencia y necesidad podríamos afirmar que: 


			 


			• Es suficiente que llueva para que se moje el suelo de la calle, pero no es necesario (pudo pasar un camión de riego).


			• Es necesario ver que el suelo esté mojado para afirmar que ha llovido, pero no es suficiente (por la misma razón). 


			 


			Como te decía, algunos de mis estudiantes no terminan de ver la diferencia (y en las asignaturas de matemáticas es imprescindible entenderla), y para esos casos yo recurro a los ejemplos que se le ocurrieron a Ventura: 


			 


			• Para ganar la liga de fútbol es suficiente ganar todos los partidos, pero no es necesario.


			• Para ganar el mundial de fútbol es necesario llegar a la final, pero no es suficiente. 


			 


			No sé si es cierto que mis estudiantes lo ven mejor con el ejemplo del fútbol, como me dicen, o simplemente afirman con la cabeza para que me calle, pero aquí lo dejo, por si va a servirte alguna vez. 


			Volvamos a los grafos y sigamos con el fútbol. Imagina que tenemos que organizar una liga a una vuelta entre los 7 equipos escolares del pueblo. Equipos a los que, en un desenfreno de originalidad, llamaremos A, B, C, D, E, F y G. Cada jornada de la liga solo se podrán jugar 3 partidos que enfrenten a 6 de los equipos, y el séptimo tendrá que descansar. Una forma de organizar esquemáticamente estas jornadas sería representarlas en un grafo, en el que cada equipo es un vértice y las aristas representan los distintos partidos. En pro de la claridad, si te parece bien, vamos a representar las aristas correspondientes a los partidos de cada una de las jornadas de dicha liga con un color diferente. Si los partidos, por ejemplo, se juegan los sábados asignamos el color negro a los partidos del primer sábado de la liga, violeta a los partidos del segundo partido, naranja a los del tercero… y así hasta 7, puesto que necesitamos 7 sábados. Claro, cada equipo debe descansar una semana, y son 7 equipos: necesitaremos 7 jornadas. Hemos representado gráficamente las 7 jornadas en la siguiente ilustración. 
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			Fíjate que si superponemos los 7 grafos de este dibujo obtenemos el grafo completo K7, en el que las aristas han sido coloreadas. Y, por cierto, ha quedado precioso, ¿no? 
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			Independientemente del aspecto de nuestro K7, lo más interesante es que nos da una información de utilidad: cada color de las aristas representa una jornada. Para los más clásicos podemos extraer la información de los colores en una tabla. 
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			Esto que acabamos de hacer con las aristas del grafo completo podemos hacerlo con cualquier grafo: se trata de una coloración de aristas. Una coloración de aristas de un grafo consiste en una asignación de un color a cada una de sus aristas, de tal forma que las aristas que salen de un mismo vértice tienen todas distinto color. 


			Como en el caso de la coloración de vértices, las coloraciones de aristas tienen infinidad de aplicaciones prácticas, como la que acabamos de ver, por ejemplo. Y también, como vimos para el caso de las coloraciones por vértices, es muy complicado, incluso con ordenadores, calcular el número mínimo de colores necesarios para colorear las aristas de un grafo en general. A este número mínimo se le conoce con el nombre de índice cromático del grafo. 


			En nuestro ejemplo hemos calculado, sin mucha dificultad, el número cromático del grafo completo K7. Es 7, no se puede colorear con menos colores; cada color representa una jornada, cada equipo tiene que descansar una jornada y hay 7 equipos. Pero no te hagas ilusiones, no es tan simple en todos los casos. 


			 


			Qué curioso, ¿no? Nos ha salido que K7 tiene índice cromático 7. ¿Será que, como ocurría con el número cromático (para la coloración por vértices), el índice cromático (por aristas) de los grafos completos Kn es exactamente n? Sería maravilloso, ¿no te parece? 


			Comprobémoslo, por ejemplo, con K6. Vamos a comprobar si el índice cromático de K6 es 6; es decir, vamos a comprobar si el número mínimo de colores para colorear las aristas de K6, respetando que de un vértice no pueden salir dos aristas con el mismo color, es 6. 
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			Como todos los vértices de K6 tienen valencia 5 sabemos que, al menos, necesitaremos 5 colores para las aristas (las aristas que salen de cada vértice tienen que tener todas distinto color). Si, como queremos comprobar, el índice cromático de K6 es 6, eso significa que una liga con 6 equipos necesitará 6 jornadas para enfrentarse todos, dos a dos. ¿Sí? ¿Seguro? Si el número de equipos es par, cada jornada pueden jugar todos, convenientemente emparejados. El equipo A tiene que jugar 5 sábados (uno por cada equipo al que debe enfrentarse); los demás, también. En este caso parece que solo necesitaremos 5 colores: la valencia de los vértices del grafo. El siguiente dibujo nos muestra una coloración de aristas de K6 con 5 colores. 
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			Por lo tanto, el índice cromático de K6 es 5, no 6. Pero el de K7 es 7. Creo que, pensando en el grafo completo Kn como el grafo cuyas aristas representan todas las jornadas posibles de una liga (a una vuelta), podemos concluir, sin demasiada dificultad, que el índice cromático (número mínimo de colores necesarios para colorear sus aristas) de los grafos Kn es n cuando n es impar y es (n-1) si n es par. En la siguiente ilustración tienes una coloración de las aristas con 3 colores y otra con 5. Ninguna de las dos se puede mejorar. 
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			Como ocurría con el número cromático (para la coloración por vértices), en el caso de los ciclos Cn el índice cromático de Cn será 2 para n par y 3 para n impar. 


			¿Y nuestro querido grafo de Petersen? ¿Qué índice cromático tendrá? ¿Será 3, igual que su número cromático? Pues no, el índice cromático del grafo de Petersen es 4: es imposible colorear sus aristas usando solo 3 colores. Menos de 3 sabemos que no, porque sus vértices tienen valencia 3, pero son necesarios 4 colores para colorear bien sus aristas. 
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			Como te he dicho, calcular el índice cromático de un grafo es tan complicado, en general, como calcular su número cromático. Pero en el caso de la coloración por aristas sabemos que el índice cromático (de cualquier grafo) es o bien la valencia máxima o bien la valencia máxima +1. En el caso de la coloración por vértices, el número cromático puede variar desde 2 (si el grafo tiene al menos una arista) hasta el número total de vértices; el rango de variación para el número cromático puede ser enorme, mientras que el índice cromático solo puede tomar (como hemos dicho) 2. De poco nos sirve, también te digo, porque decidir entre esos dos valores puede ser tan complicado (en la mayoría de los grafos) como encontrar el número cromático o decidir si es un grafo hamiltoniano. 


			 


			En el caso de grafos bipartitos también podemos encontrar infinidad de aplicaciones a la coloración de aristas. Imagina, por ejemplo, que en una empresa tenemos 5 empleados {A,B,C,D,E} que necesitan usar los distintos equipamientos de la empresa {1,2,3,4,5}, tal como indica el siguiente grafo bipartito, todos los días. Cada equipamiento solo puede ser usado por una persona en cada hora. 


			 



			[image: ]


			 



			¿Cuál es el mínimo de horas que necesitarán estar los equipos en funcionamiento? ¿Cuál sería una posible distribución de las horas? Vamos a hacer la coloración de las aristas del grafo, como hemos dicho, imponiendo que de un vértice no puedan salir 2 aristas (o más) con el mismo color. 
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			Cada color representaría una hora. Como hemos usado 5 colores, necesitaríamos 5 horas, y la distribución podría ser la siguiente: 
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			No se puede hacer con menos colores, porque en nuestro grafo hay vértices con valencia 5 que necesitan esos 5 colores. Esto ocurrirá siempre en los grafos bipartitos: el índice cromático (número mínimo de colores necesarios para colorear sus aristas) coincidirá con la mayor valencia que tengan sus vértices. 


			 


			Para terminar este capítulo déjame que te cuente una relación curiosa entre las coloraciones de aristas y los cuadrados latinos. Un cuadrado latino es una tabla de n filas y n columnas en la que colocamos n símbolos de tal modo que cada uno de ellos aparece exactamente una vez en cada columna y en cada fila. Se parece un poco a la idea de sudoku, pero más simple: en los sudokus hay que tener en cuenta también los cuadrantes de la tabla. Este, por ejemplo, es un posible cuadrado latino, 4×4: 
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			Cada símbolo (letra) aparece en todas las filas y en todas las columnas. Pero no es un sudoku. Si lo fuera, estaría mal resuelto, porque los símbolos no aparecen en todos los cuadrantes. 


			Pues bien, podemos construir un cuadrado latino de lado n por cada coloración de aristas del grafo bipartito completo Kn,n. Se trata solamente de asociar un color a cada símbolo y colocar ese símbolo en la casilla (i,j) del cuadrado mágico si ese es el color de la arista que va de i a j en el grafo Kn,n. Te lo explico sobre un ejemplo, que seguro que se entiende un poco mejor. 


			En la ilustración siguiente, a la izquierda tenemos una coloración de las aristas de K4,4 con 4 colores. Una coloración óptima, no se puede hacer con menos porque los vértices de K4,4 tienen valencia 4. A cada color le asignamos una letra: azul, A; rosa, B; verde, C; amarillo, D. A, B, C y D serán los símbolos que usaremos para resolver el cuadrado latino. 


			Nos fijamos ahora en las aristas que salen del vértice 1, por ejemplo. La arista (1,1) es azul, ¿no? Pues en la casilla (1,1) del cuadrado pongo el símbolo azul, A. La (1,2) es rosa, ponemos la B en la (1,2), etc. 


			 



			[image: ]


			 



			Si cambiamos la coloración de las aristas del grafo completo K4,4 obtendremos una solución diferente para nuestro cuadrado latino, como puedes ver en el siguiente ejemplo. 
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			Lo dejamos por aquí. Te dejo que intentes resolver cuadrados mágicos del tamaño que se te antoje: solo se trata de colorear con cuidadito las aristas del grafo bipartito correspondiente. Me voy al capítulo siguiente, que he oído que están buscando a gente de reconocido estilo e indudable elegancia. 
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			EL DIABLO VISTE DE PRADA 


			 


			Dicen que el libro de los gustos está en blanco, de lo que debemos inferir que no existen ecuaciones ni teoremas que puedan definir, de forma universal, la belleza. Pero ¿y la elegancia? ¿Se puede dar una regla matemática para decidir si algo es elegante? Si estamos hablando de grafos, sí: tenemos una definición simple para identificar a los grafos elegantes. Y a los armoniosos.  
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			¿Qué llevas puesto? Espero que sea ropa cómoda, porque me gusta pensar (mientras escribo estas líneas) que estás en casa con un cuaderno y un lápiz (o algo que pinte) dibujando puntos y rayas. Y aprendiendo cositas sobre esta disciplina tan bonita (y que tanto me gusta) que es la Teoría de Grafos. Aunque, por qué no, igual estás leyendo este libro elegantemente vestido en un tren, con tu cuaderno sobre la mesita del asiento de delante. También me gusta esta escena, ¿sabes? Porque algunas líneas de este libro que tienes entre las manos se teclearon en algún tren o en algún avión, en algún recorrido entre Sevilla y cualquier otra parte del mundo. 


			Lleves la ropa que lleves mientras nos lees, permítenos que nosotros —Raquel, nuestros grafos y la que escribe— nos pongamos de etiqueta. Queremos presentarte grafos que son elegantes y otros que son armoniosos. Relájate y disfruta del desfile, porque empieza la pasarela. 


			Comenzamos nuestro desfile de grafos con etiquetas con los grafos conocidos como grafos elegantes. 


			Para presentarlos primero definiremos qué es un etiquetado elegante para un grafo. Supongamos que tenemos un grafo G con n aristas. Por ejemplo, G puede ser el grafo de la siguiente figura, que tiene 7 aristas. 
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			Un etiquetado elegante para un grafo G con n aristas consiste en asignar a cada vértice de G un número entero desde 0 hasta n, de tal forma que: 


			 


			• A vértices distintos asignamos etiquetas distintas. 


			• Si asignamos a las aristas de G el resultado de restar al valor de la etiqueta mayor (de los dos vértices que la definen) el valor de la etiqueta más pequeña, el conjunto de aristas queda etiquetado desde 1 hasta n. 


			 


			Lo vemos sobre nuestro ejemplo. Un etiquetado elegante para nuestro grafo, de 7 aristas, consistiría en asignar a los vértices etiquetas, todas distintas, elegidas del conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7}. Lo hacemos. 
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			Para ver si lo hemos hecho de forma elegante, etiquetamos las aristas con la diferencia entre las etiquetas de sus vértices. Si en las aristas nos salen las etiquetas {1,2, 3,4,5,6,7}, el etiquetado será elegante. En otro caso, no. 


			Al hacer las cuentas vemos que de elegante nuestro etiquetado no tiene nada. Tenemos 4 aristas con la etiqueta 1, y no aparecen (en las aristas) las etiquetas 5, 6 o 7. 
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			Pero mira, este otro etiquetado sí es elegante: todos los vértices tienen etiquetas distintas, y las aristas están etiquetadas del 1 al 7. 
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			Pues bien, diremos que un grafo es un grafo elegante si existe un etiquetado elegante para él. Así las cosas, nuestro grafo es elegante porque acabamos de darle un etiquetado elegante. 


			Sobre grafos elegantes se sabe muy poco, desafortunadamente. Según mi admirado Paul Erdős, la mayoría de los grafos no serán elegantes, pero no tenemos ningún método para saber si un grafo es elegante o no. Está claro que si conseguimos un etiquetado elegante para un grafo (como acabamos de hacer) tenemos probado que ese grafo es elegante. Para grafos simples, también se puede probar (veremos algún ejemplo) que no son elegantes. Pero en general, para grafos arbitrarios, de cualquier tamaño, no tenemos forma de saber si son elegantes o no. 


			Desde 1967 existe una conjetura —sin demostrar en el momento en el que se publica este libro— que asegura que todos los árboles son elegantes. Pero, como te he dicho, aún no se ha demostrado. Es la llamada conjetura del árbol elegante, y se la conoce con las siglas GTC (del inglés Graceful Tree Conjecture). En algunos textos se llama la conjetura de Ringel-Kotzig, en honor a Gerhard Ringel y Anton Kotzig, que fueron quienes la enunciaron. 


			Pero aunque sea un problema complicado en la Teoría de Grafos, yo lo encuentro muy estimulante; un rompecabezas que podemos compartir con la familia y los amigos. El único requisito para jugar es saber restar. Bueno, y echarle imaginación. 


			Sin mirar la solución, intenta etiquetar elegantemente el siguiente grafo. Tiene 12 aristas; por lo tanto, las etiquetas de dichas aristas deben ir del 1 al 12. Para los vértices, ya sabes, puedes usar etiquetas del 0 al 12. 
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			¿Cómo, por ejemplo, consigues el 12 en una arista? ¿Qué etiquetas tengo que poner en los vértices de una arista para que la diferencia entre esas etiquetas sea 12? Esta es fácil, ¿no? Si la etiqueta más grande que tengo permitida para los vértices es 12, la única forma de conseguir 12 en una arista es 12-0. Por lo tanto, tengo que etiquetar dos vértices adyacentes con 0 y 12. Luego buscas el 11, que puede salir de 11-0 o de 12-1. Después, para el 10, puedes elegir 10-0, 11-1 o 12-2. Sigues con el 9… No hay un algoritmo para hacerlo, pero puedes usar tu sentido común y tu audacia. 


			Aquí ya viene una posible solución. ¿Es igual que la tuya? 
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			Podemos concluir que este grafo es elegante. Bueno, y bipartito: un conjunto de vértices estaría formado por los vértices de etiquetas {0,1,2,3}, y el otro, por {4,7,9,12}. Si sabemos que es bipartito también sabemos que su número cromático es 2 (como cualquier bipartito) y su índice cromático es 3 (la valencia máxima del grafo). De hecho, hablando de valencia máxima, todos los vértices tienen la misma valencia, por lo que es un grafo regular. También es un grafo plano: nos lo dieron dibujado sin cruces. No es euleriano, todas las valencias son impares, pero sí es un grafo hamiltoniano: 12-2-7-0-9-34-1-12 es un ciclo hamiltoniano. ¡Guau! ¿Te das cuenta de cuántas cosas sabes ya de grafos, aun cuando no has terminado de leer este libro? Me he emocionado solo con pensarlo. 


			 


			Seguimos con la elegancia y las etiquetas. Oye, nuestro querido grafo de Petersen, ¿será elegante? ¿Te atreves a comprobarlo? 


			 



			[image: ]


			 



			En el grafo de Petersen tenemos 15 aristas, así que las primeras etiquetas que deberás poner son 15 y 0, como antes. Ya sabes. No mires la solución. Te la dejo, en cualquier caso, para que compruebes si es igual que la tuya. 
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			Es muy entretenido, ¿verdad? Vamos ahora con uno de los grafos del teorema de Kuratowski: K5. ¿Admitirá un etiquetado elegante? ¿Lo intentas? 
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			¿Te ha salido? No te preocupes, no es elegante; no admite ningún etiquetado elegante. Y, en este caso, podemos demostrarlo. 


			K5 tiene 10 aristas que tendremos que conseguir etiquetar (asignando convenientemente etiquetas a sus vértices) desde el 1 hasta el 10. Comenzamos con la arista de mayor etiqueta, la 10, porque para esta solo tenemos una elección para los vértices 0 y 10. Como K5 es simétrico, podemos elegir dos de los vértices que queramos y etiquetarlos con 0 y 10. 
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			Ya tenemos la etiqueta 10 en una arista. Vamos a poner la 9. Tenemos dos opciones: etiquetar 1-10 o 0-9. Tenemos que etiquetar o bien un vértice con 1 o bien un vértice con 9. 


			En realidad, por ser K5 un grafo completo, da igual la elección que hagamos. Si etiquetamos uno de los vértices con 1, en el triángulo 0-1-10 tendremos las aristas 1, 9 y 10; si etiquetamos un vértice con 9, tendremos las mismas etiquetas en las aristas. 
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			Vamos a poner el 9, que es más grande. Lo que quiero que tengamos claro es que estaríamos en la misma situación si hubiésemos puesto el 1, como se ve en el grafo anterior. 
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			Seguimos. Tenemos que poner ahora la etiqueta 8 en una arista. Tenemos 3 opciones: 


			 


			• Añadir el 8 y conseguirla como 8-0. 


			• Añadir el 1 y conseguirla como 9-1. 


			• Añadir el 2 y conseguirla como 10-2. 


			 


			Ahora bien: 


			 


			[image: ] El 8 no lo podemos añadir porque tendríamos otra arista con la etiqueta 1.


			[image: ] El 1 no lo podemos añadir porque tendríamos otra arista con la etiqueta 9.


			[image: ] Solo podemos añadir el 2, que produce las etiquetas 8, 7 y 2, que no estaban. 
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			Muy bien. Hemos puesto de una sola tacada las etiquetas 7 y 8 (en las aristas) y ya tenemos etiquetados 4 de los 5 vértices. 


			 



			[image: ]


			 



			Tenemos que poner la etiqueta 6 en las aristas y, de nuevo, tenemos varias opciones: 


			 


			• Añadir el 6 y conseguirla como 6-0. 


			• Añadir el 4 y conseguirla como 10-4. 


			• Añadir el 3 y conseguirla como 9-3. 


			• Añadir el 8 y conseguirla como 8-2. 


			 


			Como se muestra en la siguiente ilustración, ninguna de estas 4 etiquetas puede ser añadida al vértice que nos falta. Concluimos, no sin algo de dolor, que K5 no es un grafo elegante. Ni plano. Qué pena. 


			 



			[image: ]


			 



			Para terminar con los grafos elegantes, y antes de pasar a los armoniosos, te dejo 3 grafos sencillos de etiquetar de forma elegante. La solución, al final del capítulo. 
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			Otro tipo de etiquetado que podemos definir para grafos son los etiquetados llamados armoniosos, pero para ello tengo que explicarte un poco de aritmética modular. Si sabes aritmética modular puedes saltarte esta parte. 


			En realidad, posiblemente ya la has usado alguna vez; por ejemplo, cuando miras la hora en un reloj. Si te citan a las 19 horas, sabes que tendrás que estar donde sea que te hayan citado a las 7 de la tarde, o 7 p.m., ¿verdad? Solo hay que restar 12 (las doce horas del reloj) a 19 y ya está. Aunque 7 también es el resto de dividir 19 entre 12. 


			¡Ea!, pues con eso se hace aritmética modular. Calcular las horas es como trabajar, como decimos los matemáticos, módulo 12. De hecho, esto lo decimos como: 19 es congruente con 7, módulo 12, y lo escribimos así: 19≡7 (mód. 12). 


			Ya estamos en condiciones de explicar qué es un etiquetado armonioso de un grafo de n aristas. Se trata de asignar, de nuevo, etiquetas distintas a los vértices del grafo, elegidas desde 0 hasta n-1. Una vez etiquetados los vértices, asignamos a cada arista el resultado de sumar las etiquetas de sus dos vértices, módulo n. Si conseguimos que las n aristas queden así etiquetadas desde 0 a n-1, el etiquetado será armonioso. Y como en el caso de los grafos elegantes, diremos que un grafo es un grafo armonioso si admite un etiquetado armonioso. 


			¿Un ejemplo? Mira, el siguiente grafo tiene un etiquetado armonioso. Las 8 aristas han quedado etiquetadas desde 0 a 7 a partir de la suma de las etiquetas de sus vértices, módulo 8. Para calcular cuánto valen las sumas, módulo 8, solo tenemos que restar 8 cuando la suma supere a 7. Por esa razón, la arista 1-7 se etiqueta con 0. 
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			Vamos con nuestro grafo de Petersen. ¿Será también armonioso? Efectivamente, es armonioso. ¡Qué grafo tan apañao! 


			 


			En la siguiente figura te dejo un posible etiquetado armonioso, pero, si me lo permites, te aconsejaría que lo intentases tú por tu cuenta antes de mirar la solución. En este grafo las sumas las hacemos módulo 15, porque tiene 15 aristas, claro. Por eso la arista 7-12, por ejemplo, lleva la etiqueta 4: 7+12=19−15=4. 
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			Ha llegado el momento de que intentes encontrar por tu cuenta un etiquetado armonioso para los siguientes grafos. Recuerda que debes hacer las sumas módulo el número de aristas del grafo. Es decir, que en el primer grafo (a la izquierda) será módulo 6; en el segundo módulo, 5; y módulo 7 para los dos grafos de la derecha. 
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			Te dejo aquí los etiquetados elegantes que te he planteado antes: 
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			Y, para terminar, los etiquetados armoniosos propuestos para ti: 
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			Lo dejamos por aquí. Espero que disfrutes con estos rompecabezas y, sobre todo, que los compartas con los más jóvenes de la familia, justo cuando empiecen a sumar y a contar, para que disfruten del gusto de resolver retos matemáticos desde muy pequeños. 


			Te espero en el capítulo siguiente para enseñarte algunas estrategias ganadoras. 
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			CASINO ROYALE 


			 


			Hagan juego sin miedo a perder. En nuestro casino no apostamos dinero, pero apostamos fuerte por el talento y el ingenio de nuestro lector. En cualquier caso, te vamos a enseñar estrategias ganadoras para los juegos que te mostramos.  Rien ne va plus! 
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			Puede que el título de este capítulo pueda prestarse a confusión y que te asustes pensando que abandonaremos por unas páginas el maravilloso universo de la Teoría de Grafos para sumergirnos de lleno en nociones de Estadística y Probabilidad. No hay nada que temer, seguimos con grafos. En concreto, en este capítulo hablaremos de digrafos, de grafos dirigidos, como el de Twitter, Instagram o TikTok, por ejemplo. Aunque te confieso que ganas no me faltan para dedicar un libro completo a las matemáticas de un casino (o de una casa de apuestas deportivas); matemáticas que concluyen que en un casino (o en una casa de apuestas) todo está diseñado para que pierdas desde el mismo momento en que entras. 


			Sigo con los digrafos. Una de las aplicaciones más sorprendentes (al menos para mí) de los grafos es el diseño de estrategias ganadoras para juegos. Para explicarlas necesitamos introducir un nuevo concepto para digrafos: el núcleo de un digrafo. Y para definir el núcleo de un digrafo necesitamos primero definir dos conceptos: conjunto independiente de vértices y conjunto absorbente de vértices. 


			En un grafo, en general, diremos que un conjunto formado por vértices del mismo es un conjunto independiente si no existen aristas entre ellos. Aunque estos conceptos se definen para grafos en general, vamos a ilustrarlos con digrafos, porque son los protagonistas de este capítulo. Te recuerdo, aunque no lo necesites, que un digrafo es un grafo dirigido, las aristas indican una dirección. Son los grafos que usamos para representar redes sociales como Twitter o Instagram, donde en lugar de amistad bidireccional (como Facebook), hay relación de seguimiento (que puede ser mutuo y que, por supuesto, puede acabar en amistad y ¡hasta en boda!). Hemos dibujado aquí un digrafo pequeñito para refrescar la memoria. 


			 



			[image: ]


			 



			Y en el siguiente dibujo hemos marcado un conjunto independiente, el formado por los vértices coloreados de naranja. Son independientes porque no existen aristas entre ellos. 
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			Otro problema muy complicado de la Teoría de Grafos es diseñar una estrategia para encontrar el conjunto independiente más grande (con más vértices) de un grafo. ¿Para qué? Por ejemplo, si las aristas indican competencia comercial por cercanía, el conjunto independiente más grande nos dará el máximo de opciones para ubicar nuestras tiendas sin que se hagan competencia entre ellas. Pero, como te he dicho, es un problema muy complicado, y esto es un libro de divulgación. 


			En un grafo diremos que un conjunto de vértices es un conjunto absorbente si cualquier otro vértice del grafo está unido a uno de sus elementos. En el caso particular de digrafos, para que un conjunto sea absorbente exigimos que el resto de los vértices del digrafo, los que no están en el conjunto absorbente, tengan una arista de entrada al conjunto absorbente; si lo decimos en el ámbito de redes sociales virtuales, el resto de los vértices del digrafo siguen en la red a algún individuo del conjunto absorbente. En la siguiente figura hemos coloreado en naranja un conjunto de vértices absorbente para nuestro digrafo. 
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			Como puedes comprobar, los vértices verdes, los que no están en el conjunto absorbente (en naranja), tienen todos una flecha (arista) que apunta a alguno de los dos vértices amarillos. En el caso de los conjuntos absorbentes lo interesante (y muy complicado también) es encontrar el conjunto absorbente más pequeño (con menos vértices). Piensa en una red social virtual como Instagram; lo interesante sería encontrar un conjunto absorbente pequeño de usuarios (de influencers) a los que siga toda la red social. ¿Te imaginas? Cuantos menos haya en ese conjunto absorbente mejor para ti si eres, no sé, una empresa de cereales para el desayuno. Cuantos menos elementos tenga ese conjunto absorbente menos cheques tienes que firmar para que todos los absorbentes publiquen fotos en su perfil en las que, sutilmente, aparezca una caja de tus copos de maíz. O de avena. 


			 


			Ya tenemos los ingredientes necesarios para definir el núcleo de un grafo (o digrafo): decimos que un conjunto de vértices es un núcleo del grafo si es un conjunto independiente y absorbente. Es decir, los individuos de un núcleo de un grafo no se relacionan entre ellos pero todo el mundo (fuera de ese núcleo) les conoce o les sigue. 


			El conjunto absorbente del digrafo anterior nos sirve también como ejemplo de núcleo porque era también un conjunto independiente; ninguno de los dos vértices naranjas seguía al otro. 


			 


			Vamos ahora a usar el núcleo de un digrafo para conocer cómo diseñar estrategias ganadoras para juegos. 


			Empezamos con un clásico. Es un juego muy simple para dos jugadores que se puede jugar en el coche en los viajes largos, por ejemplo, o con personas que estén aprendiendo a sumar y quieran practicar. No se necesita nada, ni siquiera lápiz y papel. Salimos desde 0 y, por turnos, cada jugador elige un número natural (los números naturales son los que sirven para contar) entre 1 y 3 y dice «más 1», «más 2» o «más 3». Se van realizando las sumas que van diciendo, y el primero que llega a 51, gana. Lo de 51, por supuesto, es intercambiable para personas más novatas en el noble arte de la suma. De hecho, en este libro vamos a jugar hasta el 17 por cuestiones técnicas: para que el digrafo que modela el juego tenga 17 vértices y no 51. 


			Construyamos ese digrafo. Pondremos un vértice por cada uno de los números naturales desde el 1 hasta el 17. A continuación añadiremos al digrafo una arista desde un vértice X a un vértice Y cuando sea posible llegar desde X hasta Y sumando 1, 2 o 3. Por ejemplo, desde el vértice de salida, el 1, saldrán aristas hacia el 2, el 3 y el 4. 
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			Siguiendo esta regla tan sencilla dibujamos el digrafo completo del juego, que tendrá esta pinta: 
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			Esto también se puede encargar a la cantera matemática como ejercicio sencillo de suma. 


			Ahora nos paramos un poco a pensar en la estrategia ganadora. Dicha estrategia ganadora consistirá en definir un recorrido, un camino en el digrafo que termine, lógicamente, en la casilla 17 (en nuestro ejemplo). Ese vértice, que hemos pintado en amarillo, es nuestra meta; la última posición en la que queremos estar. 
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			¿Dónde me interesa estar antes del 17? Lógicamente, en alguna posición desde la que no pueda llegar al 17 para que no lo consiga mi adversario. Claro, si, por ejemplo, mi posición anterior fuese 15, mi adversario diría «más 2» y habría ganado. Así que necesito llegar a la posición 13; la pintamos de amarillo. 
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			Después de hablar, mi oponente estará en la posición 14, en la 15 o en la 16. Desde cualquiera de ellas puedo llegar al 17 en la siguiente jugada. 


			Por lo tanto, mi meta es, ahora, llegar a la posición 13 (un número de Fibonacci precioso, por cierto). Repitiendo el razonamiento anterior, me interesa estar en la última posición (anterior al 13) desde la que esta casilla (la 13) no sea accesible. Eso es, la casilla 9. Mi adversario desde ahí llegará a la 10, la 11 o la 12 y, ¡bingo! De allí ya llego a la 13 y después a la meta. 
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			Nuestra nueva meta sería el 9 y, por un razonamiento similar, nuestras siguientes metas serían el 5 y, después, ¡el 1! Tenemos que empezar diciendo «más 1» y ganamos seguro. Hemos construido una estrategia ganadora para el primer jugador. Se trata solamente de que, como Dorothy en busca de la Ciudad Esmeralda, sigamos el camino de vértices amarillos. 


			¿Por qué estoy tan segura de que es una estrategia ganadora? ¿Cómo sé que mi oponente no me va a fastidiar? Basándome en el hecho de que ese camino de baldosas amarillas que acabamos de colorear es nada más y nada menos que el núcleo del digrafo de este juego. Como los vértices del núcleo forman un conjunto independiente, sabemos que las posiciones amarillas no están conectadas entre sí; es imposible llegar de una baldosa amarilla a otra baldosa amarilla en una sola jugada. Eso me asegura que, si yo estoy en una posición del núcleo, mi contrincante, desde ahí, no puede entrar en el núcleo. Por otra parte, como el núcleo es también un conjunto absorbente, desde cualquier posición que elija mi contrincante puedo volver al núcleo (esa es, precisamente, la definición de conjunto absorbente). En definitiva, si no nos salimos del núcleo llegaremos a la meta sin que nuestro adversario pueda hacer nada. 


			En otras versiones de este juego pierde el que tenga que decir 17 (o el número que se acuerde entre los jugadores). En este caso, la meta es el 16 y el núcleo del digrafo, que ahora hemos coloreado en verde, es el que se muestra en la siguiente ilustración: 
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			¿Qué observas? Efectivamente, ahora la estrategia ganadora es para el jugador que habla en segundo lugar, porque el primer jugador no puede llegar a la primera posición del núcleo en la primera jugada. Diga lo que diga el primer jugador, el segundo solo tiene que sumar lo que necesite para llegar a 4 y, a partir de ahí, no hay quien lo eche del núcleo por ser este un conjunto independiente; el segundo jugador siempre puede volver al núcleo desde cualquier posición por ser el núcleo un conjunto absorbente. Eso sí, si el segundo jugador no conoce la estrategia ganadora y se sale del núcleo, el primer jugador podría entrar en él y ganar la partida por la cara. Bueno, por la cara no, por saber calcular el núcleo de un digrafo que, no creas, no es una cosa tan conocida en el mundo real. 


			Hay muchos juegos similares a este que acabamos de explicar para los que es posible encontrar una estrategia ganadora sin más que calcular el núcleo del digrafo que contenga la meta. Otro al que podemos jugar esta vez con lápiz, papel y una moneda sería el siguiente. Pintamos una cuadrícula del tamaño que queramos; será nuestro tablero. Elegimos una esquina como INICIO y la esquina opuesta como FIN. Raquel y yo hemos consensuado que la nuestra sea de 5×5 porque nos ha parecido el tamaño razonable para explicar el juego (y su estrategia) en un libro. 
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			Es otro juego para dos jugadores. Ponemos una moneda en la casilla de inicio y, por turnos, cada jugador puede mover la moneda a la casilla de la derecha, a la de abajo o a la que está en diagonal a la derecha y abajo. 
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			Ganará el jugador que coloque la moneda en la casilla FIN. Como hicimos con el juego anterior, primero dibujamos el digrafo asociado a este juego: un vértice por cada casilla de tu tablero, y las aristas irán de un vértice al vértice de su derecha, al vértice de abajo y al que esté en la diagonal a la derecha y abajo. Lo hemos pintado en la siguiente ilustración. 
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			Necesitamos ahora calcular un núcleo de este grafo que contenga el vértice que hemos llamado (4,4), que es la meta de este juego. Lo hacemos como antes, volviendo hacia atrás e identificando las posiciones desde las que no es accesible la meta y quedándonos con las más cercanas. En este caso, serán 3 por cada vértice verde. La que está a distancia 2, por arriba, en vertical, la (4,2) (solo tenemos que restarle dos unidades a la segunda coordenada de la posición); la que está a distancia 2, a la izquierda, en horizontal, la (2,4) (solo tenemos que restarle dos unidades a la primera coordenada de la posición) y la que esté a distancia 2 hacia arriba y a la izquierda, en diagonal, la (2,2) (le restamos dos unidades a cada coordenada de la posición). Nos quedaría el núcleo que hemos marcado en verde en la siguiente ilustración. De nuevo es una estrategia ganadora para el segundo jugador (si la conoce), porque el primero, al mover desde la posición (0,0), tiene que salir forzosamente del núcleo y, vaya donde vaya, el segundo jugador puede volver a entrar en el núcleo. Si el segundo conoce la estrategia ganadora, no habrá quien lo expulse del núcleo. 
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			Lo dejamos por aquí. Como te dije, no íbamos a contar juegos de casino porque no me gustan demasiado y son bastante peligrosos. A cambio, te hemos contado estrategias ganadoras para juegos que pueden servirte para retar a tus amigos y amigas o para practicar la suma con personas pequeñas. 


			
	 

	

 	
	 
   


			19 


			HISTORIAS DE SAN VALENTÍN 


			 


			¿Qué sería de nosotros sin el amor? Y no solo el amor romántico, sino el amor, así en general. Aunque te resulte difícil de creer, hay gente que afirma que las matemáticas son complicadas. ¿Hay algo más complicado que el amor? ¿Que elegir bien la pareja? Vamos a hablar un poco de emparejamientos. En grafos.  


			 


			En este capítulo hablaremos de parejas. Más que de parejas, de emparejamientos. Emparejamientos que no tienen por qué ser amorosos (aunque podrían serlo), sino emparejamientos que pudiéramos utilizar para asignar servicios o tareas en una empresa. O en la organización de un congreso. O incluso para organizar las tareas en un piso compartido. 


			Si en el capítulo anterior los protagonistas fueron los digrafos, los grafos dirigidos, y nos ayudaron a diseñar estrategias ganadoras para juegos, en este capítulo los protagonistas serán los grafos bipartitos y nos ayudarán, como hemos adelantado, a organizar tareas y hacer asignaciones de parejas, en general. 
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			No sé si recuerdas (no sé la edad que tienes) aquellos pasatiempos que venían en la sección infantil de algunos diarios en los que se trataba de unir cada oveja con su pareja. Esos fueron mis primeros grafos bipartitos, chispas. En aquellos pasatiempos solo te daban los dos conjuntos de vértices, no sé, en el primero una bombera, un maestro y una científica, por ejemplo, y en el segundo una pizarra, un tubo de ensayo y una manguera. Eras tú quien tenía que dibujar las aristas entre cada profesión (en nuestro ejemplo) y el objeto fundamental en su desempeño. Te confieso que me encantaban. En aquellos grafos, además, todos los vértices del grafo bipartito tenían valencia 1. Es decir, no podías asignar la pizarra a la científica (para explicar un algoritmo, por ejemplo) ni la manguera al maestro (para regar el huerto del cole). Tenía que ser una correspondencia uno a uno, biyectiva, como le llamamos las matemáticas. Y los matemáticos. 


			En nuestros grafos bipartitos los vértices tendrán valencia mayor que 1, en general; cada vértice del primer conjunto tendrá asignado a más un vértice del segundo. Y lo que queremos hacer precisamente en este capítulo es extraer de ese grafo bipartito, con tantas posibilidades, un emparejamiento uno a uno, como los de cada oveja con su pareja. De forma que cada elemento del primer conjunto tenga asignado un elemento y solo uno del segundo. 


			Como viene siendo costumbre en este libro, vamos a explicarlo sobre un ejemplo. 


			Un diario muy conocido del país ha contratado a 7 periodistas: Ana, Beatriz, Carlos, Daniela, Enrique, Felisa y Gerardo. El responsable de recursos humanos les ha pedido que rellenen un documento en el que, entre otras cuestiones, se les pregunta a qué sección del diario les gustaría incorporarse. Los resultados de este apartado se muestran en el siguiente grafo. 
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			Por razones que no han trascendido, el departamento de recursos humanos recibe una sugerencia de sus superiores que, por experiencias anteriores, han decidido respetar dentro de las posibilidades. Esta sugerencia consiste en hacer, de entrada, las siguientes asignaciones: 


			 



  
    	Ana 

    	Beatriz 

    	Carlos 

    	Daniela 

    	Felisa

  

  
    	Ciencia 

    	Economía 

    	Política 

    	Cultura 

    	Espectáculos 

  



			

			

	    


			Las asignaciones de los superiores, de momento, respetan las elecciones hechas por los nuevos trabajadores, pero Enrique y Gerardo no tienen asignadas secciones, y las que ellos han pedido están todas asignadas. 


			Nos preguntamos si podremos hacer una asignación total, a los 7 periodistas, respetando sus elecciones iniciales e incumpliendo lo menos posible las órdenes de los de arriba. Lo intentamos, ¿verdad? 


			Antes que nada, representamos sobre nuestro grafo bipartito el emparejamiento inicial que nos ha sugerido la dirección del medio. 


			 



			[image: ]


			 



			Vamos a intentar hacer un emparejamiento completo, que es como llamamos en Teoría de Grafos a una asignación total para todos los elementos del primer grupo. Y vamos a tratar de hacerlo partiendo del emparejamiento inicial porque, aunque tendremos que cambiarlo, intentaremos respetarlo lo máximo posible. 


			Tenemos que asignar sección a Enrique y a Gerardo. Vamos a empezar con el segundo, que ha señalado 3 secciones (Enrique solo 2) y, no sé, igual tenemos más posibilidades para emparejarlo. 


			Como vemos en el grafo, Gerardo (G) había pedido Economía (Ec), Cultura (Cu) o Espectáculos (Es), pero estas tres secciones han sido asignadas (por consejo de la dirección) a Beatriz (B), Daniela (D) y Felisa (F), respectivamente. 
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			Veamos si alguna de las secciones que habían señalado ellas (B, D y F) está aún sin asignar y podemos hacer el cambio. Nos fijamos en la elección de Beatriz (B) y vemos que había señalado también Ciencia (Ci), pero la tiene asignada Ana, y Opinión (O), que de momento está libre. 
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			Se trata simplemente de intercambiar los colores en el camino que va de Gerardo a Opinión. Es decir, intercambiar en ese camino las aristas rojas (de preferencia) con las azules (de asignación). 
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			Resuelto el tema: Gerardo se queda con Economía y Beatriz pasa a Opinión. Este método de aristas se conoce como el método del camino alternado. 


			 



  
    	Ana 

    	Beatriz 

    	Carlos 

    	Daniela 

    	Felisa 

    	Gerardo 

    

    
    	Ciencia 

    	Opinión 

    	Política 

    	Cultura 

    	Espectáculos 

    	Economía 

  




			 


			Vamos con Enrique. Él había solicitado Ciencia y Política, pero estas secciones han sido asignadas, de momento, a Ana y a Carlos, respectivamente. 
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			Intentamos hacer algo similar a lo que hicimos con Gerardo, pero, ¡oh!, la otra opción de Ana (A) era Política (P) y la tiene Carlos (C); y la otra opción de C era Ciencia, que la tiene Ana. 


			¿Qué podemos hacer? Nada. En este grafo de preferencias no existe el emparejamiento completo. Es imposible hacer una asignación total al primer conjunto de vértices, los periodistas en nuestro ejemplo. No siempre existe el emparejamiento completo en un grafo bipartito, claro. 


			¿Cómo podemos saber si existe un emparejamiento completo en el grafo que estamos manejando? Sabemos, gracias a Philip Hall, ilustre matemático inglés, que un grafo bipartito admite un emparejamiento completo si, y solo si, al elegir cualquier subconjunto de vértices del primer conjunto, el número de elecciones hechas por este subconjunto es mayor o igual que el número de elementos de dicho subconjunto. 


			En nuestro grafo no se cumple la condición de Hall. Si elegimos en el primer conjunto de vértices a {Ana, Carlos, Enrique} (3 elementos), el conjunto formado por las preferencias de estos 3 solo tiene 2 elementos {Ciencia, Política}. O sea, que el número de elecciones hechas por este subconjunto de 3 elementos es estrictamente menor que el número de elementos de dicho subconjunto. 
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			La solución que menos incomodaría a la dirección del medio sería, posiblemente, que Enrique eligiera la sección de Deportes, aunque, por supuesto, lo más justo sería que todos volvieran a optar por un número mínimo de preferencias. 


			 


			Como hemos dicho, podríamos saber a priori si el grafo bipartito que modela nuestro problema admite un emparejamiento completo: solo tendríamos que comprobar si se cumple la condición de Hall. ¿Solo? Cuidado con este «solo», porque tendríamos que comprobar que dicha condición se cumple en todos los posibles subconjuntos del conjunto inicial de vértices. Eso son un montón de subconjuntos. En nuestro ejemplo, de 7 elementos, serían 27 subconjuntos: 128 subconjuntos. Pero si nuestro conjunto inicial tiene 100 puntos, 2100 son del orden de 1030 subconjuntos (un 1 con 30 ceros detrás), y eso cansa, oye. 


			En serio, lo que se hace en la práctica es aplicar el método del camino alternado, como hicimos con Gerardo y con Enrique. Si se para, como pasó con Enrique, podemos afirmar que no existe el emparejamiento completo. Cuando exista el emparejamiento, el método del camino alternado nos llevará hasta él. No hace falta comprobar la condición de Hall para tantos subconjuntos. 


			Me dicen por el pinganillo que todos menos Enrique (por razones familiares) van a asistir a un curso de «Estadística para Periodistas» en la Universitat de València, impartido por Anabel Forte. La empresa no puede asumir el gasto de 6 habitaciones y deberán compartir habitaciones por parejas. Desde la agencia que organiza los viajes han pedido a los 6 que ordenen a sus 5 compañeros por orden de preferencia para compartir habitación. Sí, un poco loco todo. ¿Cómo los emparejamos para respetar esas preferencias? Si quieres saberlo tendrás que seguirme al capítulo que viene. Estoy escuchando música y se me van los pies hacia allá. 
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			SIETE NOVIAS PARA SIETE HERMANOS 


			 


			¿Sabes que no existe el premio Nobel de Matemáticas? Hay varias leyendas sobre la razón de esto, pero la más fiable es que a don Alfred no le gustaban las matemáticas. Peor para él. A mí no me gusta la dinamita. Lo que sí existen son matemáticos con premios Nobel. En Economía, por ejemplo. Y sí, por resolver un problema en Teoría de Grafos. 
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			Seguimos con los emparejamientos. Pero antes de abordar el asunto de los hermanos Pontipee y sus siete novias vamos a tratar de resolver lo que planteamos al final del capítulo anterior. 


			 



  
    	Ana  

    	Carlos-Daniela-Beatriz-Gerardo-Felisa

  

  
    	Beatriz  

    	Gerardo-Felisa-Daniela-Ana-Carlos 

  

  
    	Carlos  

    	Beatriz-Daniela-Felisa-Ana-Gerardo 

  

  
    	Daniela  

    	Felisa-Beatriz-Carlos-Gerardo-Ana 

  

  
    	Felisa  

    	Carlos-Ana-Beatriz-Daniela-Gerardo 

  

  
    	Gerardo  

    	Felisa-Ana-Carlos-Daniela-Beatriz 

  





 


			Este problema de asignación es muy conocido en Matemáticas, Economía e Informática. Se le llama el problema del compañero de cuarto estable, o SRP (por sus siglas en inglés, Stable Roommates Problem). Se trata de conseguir emparejar a los candidatos a compartir habitación haciendo un emparejamiento estable. Un emparejamiento será estable si no hay dos individuos no emparejados entre ellos que se prefieran entre sí, por delante de sus respectivas parejas. Como en la vida real, vaya. 


			En nuestro ejemplo, el siguiente emparejamiento: 


			 

            

  
    	Ana  

    	Beatriz

  

  
    	Carlos  

    	Daniela 

  

  
    	Felisa  

    	Gerardo 

  




 


			no sería un emparejamiento estable. Mira, por ejemplo: 


			 


			• Beatriz está con Ana pero preferiría estar con Daniela.


			• Daniela está con Carlos pero preferiría estar con Beatriz. 


			 


			Tarde o temprano estas parejas se romperían para que Daniela y Beatriz pudieran estar juntas. Se trata, por lo tanto, de hacerlo sin que eso ocurra. En este primer emparejamiento que hemos hecho también Ana prefiere a Carlos frente a Beatriz, pero Carlos prefiere a Daniela y no a Ana, con lo cual no hay peligro de ruptura. 


			¿Se puede conseguir el emparejamiento estable en esta situación? No siempre. El problema podría no tener solución. Vamos a verlo con un ejemplo más pequeño. 


			 



  
    	Alicia  

    	Blas-Darío-Clara  

  

  
    	Blas 

    	Darío-Alicia-Clara  

  

  
    	Clara 

    	Blas-Alicia-Darío  

  

  
    	Darío 

    	Alicia-Blas-Clara 

  



			

 


			Hay tres posibles emparejamientos y ninguno es estable. Emparejamiento 1: 


			 



  
    	Alicia-Clara  

    	Blas-Darío 

  




			

 


			Es inestable, porque Alicia prefiere a Darío y Darío prefiere a Alicia. 


			Emparejamiento 2: 


			 



  
    	Blas-Clara  

    	Alicia-Darío 

  




			

 


			Es inestable, porque Blas prefiere a Alicia y Alicia prefiere a Blas. 


			Emparejamiento 3: 


			 



  
    	Clara-Darío  

    	Alicia-Blas 

  




			

 


			Es inestable, porque Darío prefiere a Blas y Blas prefiere a Darío. 


			Habría que preguntarse qué pasa con Clara, que todos la ponen como última opción… 


			En serio. Este ejemplo nos muestra que el SRP no siempre tiene solución. Pero no todas las noticias son malas, porque tenemos un algoritmo de Robert W. Irving que nos da el emparejamiento estable si existe, o nos dice que no es posible en caso contrario. Sí, te voy a contar el algoritmo. 


			Retomemos nuestra tabla de preferencias para tenerla cerca. 


			 



  
    	Ana 

    	Carlos-Daniela-Beatriz-Gerardo-Felisa 

  

  
    	Beatriz  

    	Gerardo-Felisa-Daniela-Ana-Carlos 

  

  
    	Carlos  

    	Beatriz-Daniela-Felisa-Ana-Gerardo 

  

  
    	Daniela  

    	Felisa-Beatriz-Carlos-Gerardo-Ana 

  

  
    	Felisa  

    	Carlos-Ana-Beatriz-Daniela-Gerardo 

  

  
    	Gerardo  

    	Felisa-Ana-Carlos-Daniela-Beatriz 

  




			 


			Hacemos un primer emparejamiento asignando a cada uno el primer compañero de su lista, siempre que nadie lo haya pedido también. Empezamos. 


			 


			Ana-Carlos, Beatriz-Gerardo, Carlos-Beatriz, Daniela-Felisa, Felisa-Carlos 

 


			Nos paramos porque Felisa ha pedido a Carlos y Ana también. Le «preguntamos» a Carlos (mirando en su lista de preferencias) y, como prefiere a Felisa, rechaza a Ana. Hay que asignarle a Ana el siguiente de su lista: Daniela. Y seguimos. 


			 


			Beatriz-Gerardo, Carlos-Beatriz, Daniela-Felisa, Felisa-Carlos, Ana-Daniela, Gerardo-Felisa 

 


			De nuevo tenemos un conflicto, porque Daniela y Gerardo han elegido a Felisa. Le «preguntamos» a Felisa, y esta se queda con Daniela. Gerardo elige a Ana, que es la siguiente, y ya tenemos un primer emparejamiento: 


			 


			Primer emparejamiento 



  
    	Ana-Daniela  

    	Beatriz-Gerardo  

    	Carlos-Beatriz

  

  
    	Daniela-Felisa  

    	Felisa-Carlos  

    	Gerardo-Ana 

  



			
		

 


			Este no nos vale, porque las parejas no son simétricas. Tenemos que hacer lo que Irving llama una rotación, como sigue. Elegimos la primera pareja que no tenga simétrica en el emparejamiento. O sea, Ana-Daniela (porque no está Daniela-Ana). 


			 


			Ana-Daniela 


			 


			Miramos en la lista de Ana quién está después de Daniela: Beatriz. Buscamos en el primer emparejamiento quién eligió a Beatriz: Carlos. Tenemos por ahora: 


			 


			Ana-Daniela 


			 


			Carlos-Beatriz 


			 


			Miramos en la lista de Carlos quién está después de Beatriz: Daniela. Buscamos en el primer emparejamiento quién eligió a Daniela: Ana. Nos ha salido la pareja con la que empezamos. Movemos los segundos nombres hacia arriba: 


			 


			[image: ]


			 


			Y nos quedan las parejas Ana-Beatriz y Carlos-Daniela. En el artículo de Irving, de 1985, se demuestra que estas rotaciones nunca llegan a parejas inestables. 


Nuestro segundo emparejamiento quedaría: 


			 


			Segundo emparejamiento 



  
    	Ana-Beatriz  

    	Beatriz-Gerardo  

    	Carlos-Daniela

  

  
    	Daniela-Felisa  

    	Felisa-Carlos  

    	Gerardo-Ana 

  



			

			

	    


			Repetimos el proceso y elegimos la primera pareja que no tenga simétrica en el emparejamiento. 


			 


			Ana-Beatriz 


			 


			Miramos en la lista de Ana quién está después de Beatriz: Gerardo. Buscamos en el segundo emparejamiento quién eligió a Gerardo: Beatriz. Tenemos por ahora: 


			 


			Ana-Beatriz 


			 


			Beatriz-Gerardo 


			 


			Miramos en la lista de Beatriz quién está después de Gerardo: Felisa. Buscamos en el segundo emparejamiento quién eligió a Felisa: Daniela. Tenemos por ahora: 


			 


			Ana-Beatriz 


			 


			Beatriz-Gerardo 


			 


			Daniela-Felisa 


			 


			Miramos en la lista de Daniela quién está después de Felisa: Beatriz. Buscamos en el segundo emparejamiento quién eligió a Beatriz: Ana. Nos ha salido la pareja con la que empezamos. Movemos los segundos nombres hacia arriba. 
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			Y nos quedan las parejas Ana-Gerardo, Beatriz-Felisa y Daniela-Beatriz. Nuestro tercer emparejamiento quedaría: 


			 


			Tercer emparejamiento 


			[image: ]


			 


			Repetimos el proceso y elegimos la primera pareja que no tenga simétrica en el emparejamiento. 


			 


			Beatriz-Felisa 


			 


			Miramos en la lista de Beatriz quién está después de Felisa: Daniela. Buscamos en el tercer emparejamiento quién eligió a Daniela: Carlos. Tenemos por ahora: 


			 


			Beatriz-Felisa 


			 


			Carlos-Daniela 


			 


			Miramos en la lista de Carlos quién está después de Daniela: Felisa. Buscamos en el tercer emparejamiento quién eligió a Felisa: Beatriz. Nos ha salido la pareja con la que empezamos. Movemos los segundos nombres hacia arriba. 


			 


[image: ]


			 


			Y nos quedan las parejas Beatriz-Daniela y Carlos-Felisa. Nuestro cuarto emparejamiento quedaría: 


			 


			Cuarto emparejamiento 


			[image: ]


			 


			Hemos terminado. El emparejamiento estable sería: 


			 



  
    	Ana-Gerardo  

    	Beatriz-Daniela  

    	Carlos-Felisa

  



			

	    


			Evidentemente, este tipo de algoritmos tiene aplicaciones más importantes en problemas de asignación en computación y economía, pero quién sabe: si eres docente de primaria o secundaria, igual te ayuda algún día en una excursión de fin de curso. 


			 


			Una versión más simple de este problema es el problema del matrimonio estable, o SMP (de las siglas en inglés, Stable Marriage Problem). Ya, suena contradictorio que sea más fácil conseguir matrimonios estables que compañeros de cuarto estables, pero, en realidad, tiene truco. Es más simple, porque en el SMP los miembros de las parejas están diferenciados en dos grupos: en uno los hombres y en otro las mujeres. Y no es porque sea un planteamiento homófobo o insensible con la variedad humana, sino que en aplicaciones reales las parejas están formadas por elementos de grupos absolutamente distintos. Por ejemplo, en un grupo con estudiantes y en el otro con universidades, se trata de asignar universidades a los estudiantes según las preferencias de los estudiantes y de las universidades. De hecho, históricamente, este problema se originó en los Estados Unidos de América con su sistema de elección y asignación de universidades de prestigio a alumnos sobresalientes. 


			Pero, para hacer valer el título de este capítulo, vamos a contar el algoritmo que resuelve el problema del matrimonio estable con los protagonistas de la película. En un grupo pondremos a las siete novias y en el otro a los siete hermanos. Y las listas ordenadas de cada uno respecto del otro grupo. El algoritmo del matrimonio estable, en realidad, es la primera parte del algoritmo de Irving. Fue anterior, claro, de 1962, y fueron David Gale y Lloyd Shapley quienes lo diseñaron. De hecho, demostraron que si el número de elementos en cada conjunto es el mismo, el SMP siempre tiene solución. 


			Eso sí, la solución puede ser diferente dependiendo de qué conjunto es el que habla primero. En nuestro ejemplo van a ser las chicas, por razones que creo que ni Raquel ni yo tendremos que explicar. 


			Se trata, como digo, de ejecutar la primera parte del algoritmo del SRP, sin hacer las rotaciones. 


			 


			En la siguiente tabla hemos recogido las listas ordenadas por preferencias de las siete novias y de los siete hermanos. 
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			Vamos emparejando y asignamos a cada novia el primer hermano de su lista, siempre que nadie lo haya pedido también. En caso de empate, le preguntamos al hermano. 


			 


			Alice-Adam, Dorcas-Gideon, Liza-Ephraim, Martha-Benjamin, Milly-Adam… 


			 


			Preguntamos (mirando en su lista) a Adam a quién prefiere, a Alice o a Milly: a Milly, por supuesto. Esto se ve en la película. Tenemos que asignar una pareja nueva a Alice: 


			 


			Dorcas-Gideon, Liza-Ephraim, Martha-Benjamin, Milly-Adam, Alice-Benjamin… 


			 


			Preguntamos (mirando en su lista) a Benjamin a quién prefiere, a Martha o a Alice: a Alice. Tenemos que asignar una pareja nueva a Martha. 


			 


			Dorcas-Gideon, Liza-Ephraim, Milly-Adam, Alice-Benjamin, Martha-Daniel, Ruth-Frank, Sarah-Daniel… 


			 


			Preguntamos (mirando en su lista) a Daniel a quién prefiere, a Martha o a Sarah: a Martha. Tenemos que asignar una pareja nueva a Sarah. 


			 


			Dorcas-Gideon, Liza-Ephraim, Milly-Adam, Alice-Benjamin, Martha-Daniel, Ruth-Frank, Sarah-Frank… 


			 


			Preguntamos (mirando en su lista) a Frank a quién prefiere, a Ruth o a Sarah: a Sarah. Tenemos que asignar una pareja nueva a Ruth. 


			 


			Dorcas-Gideon, Liza-Ephraim, Milly-Adam, Alice-Benjamin, Martha-Daniel, Sarah-Frank, Ruth-Ephraim… 


			 


			Preguntamos (mirando en su lista) a Ephraim a quién prefiere, a Liza o a Ruth: a Liza. Tenemos que asignar una pareja nueva a Ruth. 


			 


			Dorcas-Gideon, Liza-Ephraim, Milly-Adam, Alice-Benjamin, Martha-Daniel, Sarah-Frank, Ruth-Caleb. 


			 


			Hemos terminado. Y casi como en la película, salvo Benjamin y Gideon, que tienen las novias intercambiadas. 


			Como te he dicho unas líneas más arriba, estos dos algoritmos tienen aplicaciones más sesudas y trascendentales que estos juegos de celestina. De hecho, el del matrimonio estable fue galardonado con el premio Nobel de Economía 2012 para Lloyd Shapley y Alvin E. Roth. Desafortunadamente, en 2012 David Gale ya había fallecido y no pudo recibirlo. 


			Dejamos, de momento, los emparejamientos, las novias y los hermanos y vamos a hablar de otras relaciones humanas. Sobre todo, de egos y de influencers. 
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			GREASE 


			 


			¿Cómo destacar en un mundo globalizado en el que todos cada vez nos parecemos más, llevamos casi la misma ropa, escuchamos la misma música y comemos las mismas cosas? ¿Cómo se puede llegar a ser un influencer? Está complicado, ya te aviso, pero te decimos qué cuentas tienes que hacer para saber si ya lo eres. Y si no, tampoco pasa nada; la mayoría no lo somos. 


			 


			Incluso en una sociedad en la que se premia sobre todo la individualidad y el éxito personal es indudable el hecho de que el ser humano necesita vivir en el grupo, tener amigos, ser popular. 


			De hecho, tendemos a pensar que la «normalidad» como personas de nuestros congéneres está estrechamente relacionada con el número de amigos que estos tengan, e incluso nos extrañamos cuando algún miembro de la comunidad tiene un número de amigos demasiado bajo para nuestras escalas. Tendemos a pensar que nosotros y nuestros amigos tenemos un número similar de amistades, que somos, en ese sentido, bastante parecidos, y que eso es la unidad de normalidad. ¡Ay! 
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			Supongo que no te llevarás las manos a la cabeza ni dudarás de mi integridad mental si afirmo que las redes sociales virtuales han supuesto un cambio de paradigma en la comunicación y, sobre todo, en el comportamiento humano y en nuestras relaciones sociales. 


			Una parte importante de la sociedad revisamos nuestro correo electrónico al levantarnos, consultamos Twitter para conocer las noticias de última hora o comprobamos si nuestras publicaciones del día anterior en Instagram han recibido muchos «me gusta». No solo eso, muchos teléfonos móviles están geolocalizados, nuestras agendas están en la nube, también nuestras compras y nuestros billetes o reservas de hoteles. Aparte, claro, de dejar nuestra opinión, preferencias, sentimientos o fotos publicados en alguna red social. 


			La clásica expresión de «el mundo es un pañuelo» cobra una fuerza impensable en la época de nuestros abuelos. Que vivimos en una mota del universo casi infinito ya nos lo recordó, de forma brillante, Carl Sagan: 


			 


			Quizá no hay mejor demostración de la tontería de los prejuicios humanos que esta imagen distante de nuestro minúsculo mundo. Para mí, subraya nuestra responsabilidad de tratarnos los unos a los otros más amablemente, y de preservar el pálido punto azul, el único hogar que jamás hemos conocido. 


			 


			Pero no solo es que nuestro mundo sea pequeño, sino que además está muy conectado: todos estamos muy cerca de los demás, con sus ventajas y sus inconvenientes. Pero, créeme, sobre todo, ventajas. 


			Este es un libro sobre Teoría de Grafos, un libro para hacer matemáticas con puntos y rayas, como te anunciaba en la introducción. Y hasta este capítulo he intentado mostrarte, a nivel divulgativo, los pilares básicos de la disciplina: cómo dar los primeros pasos en el fascinante universo de los grafos. 


			En estos tres últimos capítulos que nos quedan vamos a hacer algo, en algún sentido, diferente. Sin entrar en el análisis exhaustivo de la información que obtenemos de las redes sociales, entre otras cosas, porque escapa de los objetivos de este libro y del área de la Teoría de Grafos (hay muchas disciplinas implicadas), vamos a analizar algunos fenómenos que han estado presentes desde siempre en nuestras relaciones sociales pero que, gracias al auge de las redes sociales virtuales, tenemos capacidad para analizar. 


			Comenzaremos dándonos un pequeño baño de humildad: tus amigos tienen más amigos que tú. Lo siento. No es una opinión. Es un teorema. Si te sirve de consuelo, mis amigos también tienen más amigos que yo. Nos pasa a casi todos. Menos a los influencers, claro. 


			Fue el sociólogo matemático Scott L. Feld quien en 1991 bautizó como paradoja de la amistad al hecho, detectado en distintas comunidades, de que la mayoría de la gente tiene menos amigos en promedio que sus amigos. Para ello, Feld usó los datos obtenidos por otro reconocido sociólogo estadounidense, James S. Coleman, y publicados por este último en 1961 sobre la sociedad adolescente. En aquel artículo, Coleman había recopilado (y analizado) datos sobre las relaciones de amistad en 12 institutos de secundaria del país para tratar de establecer la estructura social subyacente a estas edades. Para ello Coleman pedía a los estudiantes que escribieran su lista de amigos en el instituto, y lo primero que nos podría sorprender es que, aunque siempre pensamos que la relación de amistad es recíproca (como lo es en Facebook, por ejemplo), algunas amistades solo se percibían en un único sentido (al estilo de seguidor de Twitter). Dejando a un lado la explicación psicológica de este hecho, Coleman solo usó para su análisis los enlaces (de amistad) que eran recíprocos. 


			Uno de los ejemplos que Feld extrajo del trabajo de Coleman y que nos servirá para explicar la paradoja de la amistad lo tienes en la siguiente ilustración, referida a 8 estudiantes de uno de los citados institutos. Los nombres son ficticios. 
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			Si analizamos los datos de amistad en el grafo de la figura y los presentamos en una tabla tendremos: 
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			Si nos fijamos en la tabla, solo 2 de ellas, Alice y Sue, tienen más amigos que la media de amigos de sus amigos; una, Carol, tiene exactamente el mismo número de amigos que la media de sus amigos, y las otras 5 están por debajo. Por lo tanto, el número de alumnas que tienen menos amigas que la media es más del doble del de las que están por encima. En el estudio completo sobre este instituto, en el trabajo de Coleman, de las 146 chicas que participaron, 80 estaban por debajo de la media de sus amigas, 41 por encima y 25 tenían tantas amigas como la media. O sea, que en el conjunto general el número de estudiantes con menos amigas que la media de sus amigos era casi el doble que el de estudiantes con más amigas que la media. 


			Este efecto que se produce en este ejemplo podría parecer puntual o casual, pero no, es un efecto que se detecta en todas las redes sociales, reales o no. En el caso de las comunidades reales (no virtuales), cuantificar la paradoja de la amistad es cuando menos dificultoso, puesto que se haría necesaria una encuesta entre todos los miembros de dicha comunidad para identificar los enlaces. Pero en el caso de las redes sociales se dispone de esos datos de amistad sin necesidad de realizar encuestas. 


			Que la paradoja de la amistad se dé en todas las redes sociales, tanto reales como virtuales, tampoco es tan extraño. Si lo pensamos un poco, en todas estas redes hay nodos muy conectados, los llamados sensores o influencers, con un número de amigos tan elevado que cuando sus amigos hacen la media de los amigos de sus amigos se sienten bastante desfavorecidos. Si pensamos, por ejemplo, en Twitter, cuando cualquiera de los amigos de Katy Perry (actualmente con más de 108 millones de seguidores) haga la media de amigos de sus amigos quedará un poco perjudicado. 


			Para evitar el desasosiego que produciría a la mayoría de las personas saberse menos popular que sus amigos, nuestro cerebro nos protege con lo que los especialistas en psicología llaman sesgo egoísta o efecto Lake Wobegon, en honor a la ciudad ficticia creada por el escritor Garrison Keillor en la que «todas las mujeres son fuertes, todos los hombres son bien parecidos y todos los niños están por encima de la media». En un artículo titulado «El cristal encantado», publicado en 2004 en la revista Scientific American, Michael Shermer contaba que, en un examen de ingreso a la universidad, de 829.000 estudiantes de secundaria, menos del 1% se calificaron por debajo del promedio en la «capacidad de llevarse bien con los demás», y el 60% se situaron en el 10% mejor de su ámbito. Esto contradice de lleno la paradoja de la amistad, pero tenemos que decir que los datos de esta, de la paradoja, son objetivos, mientras que la percepción que tenemos cada uno de nosotros mismos es algo totalmente subjetivo. Se siente. 


			 


			El efecto de la paradoja de la amistad estudiado por Feld está relacionado con el número de aristas (amigos) que cada vértice (individuo) tiene en la red, pero en principio solo tendría que afectar a eso, que el número de amigos de tus amigos sea mayor que el tuyo. 


			Sin embargo, al estudiar el fenómeno en otras redes, por ejemplo académicas, si contamos los coautores de cualquier científico, sus coautores tendrán más coautores que él. Pero, curiosamente, también tendrán más publicaciones y más citas. 


			Este efecto se conoce como la paradoja de la amistad generalizada, y se puede analizar matemáticamente en qué condiciones se da. Si, como resultado de la estructura de una red, se da una paradoja en una característica de los vértices, cualquier otra propiedad de estos nodos demuestra la misma naturaleza paradójica, siempre y cuando estén correlacionados. Y el número de publicaciones y el número de citas cumplen este criterio. Pero también lo hacen la riqueza y la felicidad. Así que, posiblemente, en promedio, nuestros amigos son más ricos y más felices que nosotros. Al menos en Facebook, claro. Pero hay que tener en cuenta que en este tipo de redes sociales solo se cuenta una parte de la realidad de cada usuario, la que él elige contar. 


			Esta podría ser la razón por la que los usuarios activos en redes sociales virtuales son más infelices, como muestran algunas investigaciones sobre el tema. 


			Pero yo he venido aquí a hablar de mis grafos. Vamos a analizar un ejemplo simple de una red social pequeñita, solo de 14 puntos. Y lo haremos porque en el siguiente capítulo estudiaremos otro fenómeno muy interesante que también sufrimos en nuestras redes sociales, reales y virtuales. Este es el grafo que usaron los investigadores que la presentaron formalmente por primera vez. Hasta donde yo sé, claro. 
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			Cada uno de los vértices representa a un individuo de una red social (como hemos dicho, real o virtual; puede ser una comunidad de vecinos o Facebook) y las aristas unen por parejas a los individuos que son amigos, que están en contacto. La valencia de cada vértice nos indica el número de amigos que tiene cada individuo. Las hemos puesto en la imagen siguiente. 
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			Ahora, para cada vértice, calculamos la media de amigos de sus amigos. Sí, como hizo Feld. Llamaremos φ(V) a la media de amigos de los amigos del vértice V. 


			Por ejemplo, A tiene 7 amigos: B, D, E, F, I, K y N. Por lo tanto: 
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			Si lo hacemos con cada vértice, nos quedan los siguientes resultados: 


			 



			[image: ]


			 



			Solo 3 de los 14 individuos (los hemos marcado en rojo) tienen más amigos que la media de sus amigos. Solo 3 de ellos no están afectados por la paradoja de la amistad. ¿Qué influencia puede tener este hecho sobre nosotros, los mindundis? ¡Huy!, muchísima más de lo que mucha gente espera. Pero de eso hablaremos en el próximo capítulo. ¿Te vienes? 
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			LA CORTINA DE HUMO 


			 


			Vivimos en una época en la que las noticias falsas y los bulos se apoderan de la actualidad casi todos los días. Una época en la que algunos aún niegan la forma esférica de la Tierra o la eficacia (sobradamente probada) de las vacunas. Como si una cortina de humo les impidiera observar las evidencias científicas. ¿Cómo se consigue ese efecto? ¿Qué individuos de nuestro entorno tienen capacidad para crear espejismos que no nos dejan ver la realidad?  


			 


			No, no me ha cambiado el color del pelo, sigue siendo rojo. Si en esta ilustración «llevo» el pelo de color violeta es por el pequeñito homenaje que Raquel Gu y yo queremos hacerle a otra Raquel: Raquel Sastre y su icónico cartel en la Feria de Murcia 2021. Raquel Sastre es una luchadora incansable (y necesaria) que dedica casi toda su energía (y, créeme, es mucha) a reivindicar la necesidad de la atención temprana para niños y niñas con necesidades especiales. El color del pelo es de Raquel, pero las gafas son las de Dustin Hoffman en la película que da nombre a este capítulo. 


			También nos sirve Raquel y su influencia en redes sociales para introducir el fenómeno del que queremos hablar en este capítulo: el espejismo de la mayoría. Ahí vamos. 
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			Decía Aristóteles (384-322 a.C.) que «El hombre es un ser social por naturaleza». Y la mujer también, añado yo. Desde que el progreso permitió que el ser humano pudiese sobrevivir sin necesidad de cultivar su propia comida o cuidar su propio ganado, los grupos humanos se han ido formando en virtud de parámetros derivados de intereses propios y/o del sector económico al que pertenecían. Usando la terminología de Teoría de Grafos, que a estas alturas del libro ya te suena como tu lengua, las distintas componentes del grafo se crean en función de estos criterios. 


			Hay individuos que pertenecen a varias componentes y que son los que hacen de conectores (puntos de corte, o elementos de conjuntos de corte) que permiten la conexión de las distintas comunidades entre sí. Con el avance en medios de comunicación y medios de transporte terrestre a lo largo de la historia de la humanidad se han ido creando o fortaleciendo las conexiones entre las distintas comunidades. 


			Las redes sociales virtuales han sido, sin duda, un catalizador fundamental para aumentar estas conexiones entre componentes. Sin embargo, la humanidad sigue funcionando como un patio de vecinos en un sentido metafórico: los individuos nos informamos sobre todo de lo que se dice en nuestro patio, de lo que dice el que más grita o el que más amigos tiene en el mismo (el influencer del patio), y solo si alguno de los vecinos del patio visita otros patios distintos (conectores) nuestras opiniones salen de nuestro patio o nos llegan lo que piensan los de otros. Ser parte de una red social (virtual o real) nos expone a tomar como ciertos o normales algunas opiniones o hechos que no son más que espejismos. Y algunos son muy peligrosos. 


			Algunos comportamientos sociales son, en algún sentido, contagiosos y se extienden a través de una determinada comunidad cuando miembros de la misma imitan las elecciones o decisiones de los demás. Entre este tipo de comportamientos podemos señalar desde la adaptación a las nuevas tecnologías hasta la adopción de normas sociales o el nacimiento de movimientos políticos. A menudo estos comportamientos o cambios en la comunidad surgen como consecuencia de que los individuos comienzan a imitar lo que otros están haciendo. Pero cada individuo solo tiene una percepción local del comportamiento de sus contactos, sus vecinos en el grafo de la red social (real o virtual). 


			La mayoría de los individuos carecen de una visión global de toda la comunidad y sacan sus conclusiones y deciden en virtud de la observación de los comportamientos de sus amigos (sus conexiones en la red). Pues bien, en algunos casos la estructura de la red social subyacente puede distorsionar dramáticamente las observaciones locales y hacernos llegar a creer que un determinado comportamiento en nuestro entorno (nuestro patio de vecinos) es mucho más común de lo que es en realidad en nuestra comunidad. Como resultado, un comportamiento que es globalmente raro (y a veces espeluznante desde cualquier punto de vista racional) puede llegar a entenderse como normal si las personas que lo tienen están sobrerrepresentadas en la red. 


			Se trata del fenómeno conocido como el espejismo de la mayoría, que fue estudiado por primera vez en 2015 por Kristina Lerman, Xiaoran Yan y Xin-Zeng Wu, de la Universidad del Sur de California. Esta ilusión o espejismo puede facilitar la propagación de contagios sociales y también explicar por qué surgen prejuicios sistemáticos en las percepciones sociales, por ejemplo, de comportamientos arriesgados y/o antisociales (racismo, homofobia, antifeminismo). 


			Uno de los efectos derivados de la estructura de la red es, por ejemplo, la paradoja de la amistad de la que te hablé en el capítulo anterior y que contribuiría positivamente a aumentar este tipo de efectos. Pero no solo porque la mayoría de los usuarios tengan más amigos con más amigos que él, de media, sino porque además también estos amigos (consecuencia de la misma paradoja) exponen sus opiniones, gustos o juicios más que ellos (de media, también). 


			Lo que presentaron Lerman, Yan y Wu en su trabajo es, en realidad, otra variante de la paradoja de la amistad cuyo efecto es esencial para entender el contagio social o la viralidad de los contenidos compartidos en redes sociales. Esta nueva paradoja la encontramos en redes o contenidos con atributos binarios: de izquierdas o de derechas, deportista o no deportista, consume alcohol o no consume alcohol, xenófobo o no xenófobo, etc. Para este tipo de análisis en redes sociales podemos clasificar los vértices en dos conjuntos, violetas y blancos, por ejemplo, y llamarlos activos y no activos, respectivamente, en cuanto al comportamiento o contenido que estemos analizando en cada momento. Lo que observamos en las comunidades en las que se da la ilusión de la mayoría es que muchos de sus usuarios perciben que la mayoría de sus vecinos son activos, incluso en aquellos casos en los que ser activo es algo esencialmente extraño. De ahí viene que a este efecto se le haya llamado el espejismo de la mayoría. 


			 


			Para entender este espejismo nos fijamos en la siguiente figura, que es el mismo ejemplo que usan Lerman, Yan y Wu en su trabajo y que me parece tan simple como elegante y contundente. El grafo en dicha figura representa a una comunidad con 14 miembros cuyas relaciones de amistad vienen indicadas, como siempre, con una arista que une los vértices correspondientes a dichos miembros. Te suena, ¿verdad? Efectivamente, es el grafo que estuvimos analizando al final del capítulo anterior. Bueno, ya te avisé de que saldría también en este. 
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			Si consideramos que los vértices en violeta son los usuarios activos para algún comportamiento, está claro, visto desde fuera de esa comunidad, que dicho comportamiento no es demasiado popular en esa comunidad, porque solo el 21,4% (3 individuos de 14) de esta es activo para el mismo. Hasta ahí todo está claro para todos. Desde fuera, claro. ¿Qué perciben los individuos que están dentro de esa comunidad o red social? Si consultamos con los miembros de la comunidad, puede que nos llevemos alguna sorpresa. 


			Por ejemplo, si preguntamos a los miembros señalados en rojo en la figura siguiente. Todos ellos (5 de 14, el 35,7%) perciben que el 100% de sus amigos son activos, lo que les puede inducir a pensar, a cada uno de ellos, que él es el «bicho raro». Por aquello de Aristóteles de que todos queremos ser parte de nuestro grupo. Y si percibes que el 100% de «mi grupo» piensa diferente, o tienes un ego a prueba de misiles o puedes sentirte tentada a cambiar de opinión. 
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			Si nos fijamos ahora en los vértices de color rojo (el 21,4%) de la siguiente ilustración notaremos que estos usuarios perciben que el 75% de sus contactos son activos. 


			 



			[image: ]


			 



			A continuación hemos coloreado de rojo los vértices que perciben al 66,6% de sus vecinos como vértices activos (a) y a los que perciben al 50% (b). 
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			Resumiendo, tenemos que el 78,6% de los individuos de esta comunidad perciben que al menos la mitad de sus contactos son activos, mientras que la realidad muestra que solo lo son el 21,4%. Esto es un espejismo de la mayoría en toda regla. También debería servirnos como llamada a la empatía cuando no entendemos algunos movimientos sociales, por ejemplo, el de los antivacunas. Desde lejos, es muy fácil juzgar y criticar a los demás, pero desde dentro de la comunidad, cegados por este espejismo, las cosas no son tan evidentes. Y, desde luego, no se les puede convencer con insultos y menosprecio, sino con empatía y, por supuestísimo, con datos rigurosos y científicos. 


			¿Te has fijado en quiénes son los usuarios violeta que provocan el espejismo de la mayoría en esta red? ¿Te suenan de algo? 
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			Exacto. Los individuos que provocan el espejismo son los únicos que no estaban afectados por la paradoja de la amistad, son los influencers o sensores de la red. 


			 


			Este tipo de espejismos puede provocar lo que llamamos contagios sociales, puesto que los nodos no activos, al percibir que más de la mitad de sus contactos lo son, pueden, por no sentirse aislados, tratar de imitarlos. Uno de los modelos más utilizados para describir la propagación de contagios en redes sociales es el modelo umbral: en cada instante de tiempo un individuo inactivo observa los estados actuales de sus k vecinos y se activa si más de λk de sus vecinos están activos, donde el parámetro λ es el umbral de activación. En otro caso, permanece inactivo. El parámetro λ toma valores entre 0 y 1. Si en la red de nuestro ejemplo el umbral de activación fuese, por ejemplo, λ=0,5, el 78,6% de los nodos no activos se activarían y todos los miembros de la actividad estarían activos en poco tiempo. Ojo, esto es debido no solo al valor de λ sino también a la distribución de los 3 nodos activos en ella, que son, como hemos dicho, los únicos que no están afectados por la paradoja de la amistad. Si, en esa misma red, los 3 nodos activos (en violeta) fuesen los que aparecen en el siguiente dibujo, ninguno de los nodos que aparecen en blanco se activaría, puesto que ninguno de ellos tiene activos a la mitad de sus amigos. 
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			Por eso, como decía al principio de este capítulo, es fundamental que personas como Raquel Sastre, con tanta repercusión en las redes sociales, reivindiquen algo tan importante para toda la sociedad, no solo para las familias implicadas, como es la atención temprana gratuita dentro del sistema público para los niños y niñas con características especiales. 


			Lo dejamos por aquí con una reflexión personal final: no te fíes de lo que piensan la mayoría de tus conocidos (reales o virtuales) y, sobre todo, antes de atacar, juzgar o ridiculizar un comportamiento haz el ejercicio de pensar que a lo mejor esa persona vive dentro de una burbuja social afectada por el espejismo de la mayoría. Y tú también, no lo olvides. 
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			EL SEÑOR DE LOS ANILLOS 


			 


			En toda saga, real o de ficción, se mezclan personajes de todos los estilos que se relacionan entre ellos. En esas marañas de personajes y relaciones personales (de amor u odio) ¿es posible detectar a los más importantes? ¿Qué significa ser importante dentro de una saga? Pasa, vamos a definir varias formas de medir la importancia de un individuo en una comunidad. Con anillos o sin ellos. Pero siempre con grafos.  


			 


			¿Conoces la saga de libros y/o películas de El Señor de los Anillos? ¿Quién, según tu opinión, es el personaje más relevante en esa saga? No te dejes llevar por la ilustración que ha elegido Raquel para este capítulo, se nota que ella ya hizo su elección. ¿Y en Harry Potter? ¿En Star Wars? ¿En el Universo Marvel? ¿En Juego de Tronos? ¿Y en tu cuenta de Instagram? Igual todas estas preguntas te resultan tan odiosas como aquella tan cruel: «¿A quién quieres más: a papá o a mamá?». Puede, pero lo que sí está claro, el menos para quien escribe estas líneas, es que mientras que es imposible medir objetivamente el amor que sentimos por nuestros padres, en el caso de redes sociales, reales, virtuales o de ficción, disponemos de un catálogo bastante interesante de medidas de importancia o relevancia de cada individuo en la red. Algunas ya las hemos visto en capítulos anteriores y otras las vamos a definir en este. Para su visualización usaremos el ejemplo que Lerman y sus colegas eligieron para explicar el espejismo de la mayoría y que ya hemos usado en los dos capítulos anteriores. Era este. 
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			La primera medida de importancia de un vértice en un grafo (o en una red social) que se nos viene posiblemente a la cabeza, y la más fácil de calcular, es la que se conoce como la centralidad de grado. Básicamente, dispone los vértices por relevancia ordenando sus valencias (sus grados) de mayor a menor. Las valencias de estos vértices ya las calculamos cuando hablamos de la paradoja de la amistad, en el capítulo de Grease, y la representamos en esta ilustración. 
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			En función de la centralidad de grado, los 3 vértices más relevantes serían, por este orden, J (con valencia 9), G (valencia 8) y A (valencia 7). Coinciden, además, como vimos entonces, con los 3 únicos vértices que no estaban afectados por la paradoja de la amistad y eran los responsables del espejismo de la mayoría en el capítulo anterior. Evidentemente, tener muchos contactos en la red, una valencia muy alta, es una buena medida de la importancia de un individuo en la red, pero, desde luego, no es la única que los investigadores tienen en cuenta. 


			Mucho antes de hablar de la paradoja de la amistad, en este libro ya habíamos definido otra medida de importancia de los vértices que tenía que ver no con el número de contactos del vértice sino con la distancia de dicho vértice a todos los demás. Me estoy refiriendo al centro del grafo que definimos en la «Jungla de cristal» cuando aprendimos, usando el algoritmo BFS (búsqueda en anchura), a calcular la excentricidad de sus vértices. La excentricidad de un vértice es la mayor distancia en el grafo de ese vértice a cualquier otro del grafo. A partir de la excentricidad de todos los vértices definimos un valor numérico, el radio del grafo, como la menor de las excentricidades de todos los vértices. Y ahí, cuando ya habíamos definido el radio de un grafo fue cuando definimos el centro de un grafo como el conjunto formado por todos los vértices cuya excentricidad fuese mínima; es decir, el centro del grafo está formado por aquellos vértices cuya excentricidad coincide con el radio. 


			En el grafo de nuestro ejemplo no hay vértices con excentricidad 1, porque no hay ningún vértice de valencia 13, unido con todos los demás. Pero sí hay vértices de excentricidad 2; por ejemplo, J. El vértice J está unido con todos los vértices menos con A, F, G y H, pero está a distancia 2 de estos 4 vértices: J-K-A, J-E-F, J-N-G, J-I-H. Por lo tanto, el radio del grafo es 2, y J está en el centro del grafo. Si calculas las excentricidades de todos los vértices usando el BFS, comprobarás que el centro de este grafo está formado por el conjunto {D,E,I,J,N}. 
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			Excepto el vértice J, ninguno de los otros vértices del centro está entre los más populares, los de mayor grado o valencia. Pero están muy bien ubicados, muy cerca de todos los demás, y pueden ser fundamentales a la hora de transmitir un mensaje publicitario o una petición de ayuda humanitaria en caso de catástrofe. O un bulo, también. O un virus, ojo. 


			 


			Otra posible medida de centralidad (relevancia, importancia, influencia) de un vértice puede hacerse teniendo en cuenta no la cantidad de seguidores o amigos que tiene en la red sino la «calidad» de los mismos; entiendo por calidad la centralidad. En este sentido se define la centralidad propia (o autocentralidad): una puntuación relativa (a la red) asignada a cada vértice teniendo en cuenta las puntuaciones de sus vecinos y de forma que en dicha puntuación contribuya más la puntuación de sus vecinos más populares que la de sus vecinos con pocas conexiones. El cálculo de la autocentralidad de los vértices de un grafo implica unos conocimientos de Álgebra Numérica que escapan de los objetivos de este libro, pero créeme si te digo que los 3 vértices con mayor valor de centralidad propia coinciden, en el mismo orden, y en este ejemplo, con los 3 vértices con mayor centralidad de grado. 


			Una medida parecida de importancia similar a la centralidad propia pero con más perejiles es la que proporciona el algoritmo PageRank que usa Google para ordenar las páginas por importancia en cada búsqueda. En nuestro ejemplo, PageRank también concede los tres primeros puestos a J, G y A. 


			Otra medida de la relevancia o la importancia de los vértices en un grafo es la conocida como centralidad de proximidad. Esta medida se calcula, usualmente, como el inverso de la media aritmética de las distancias desde el vértice en cuestión al resto de los vértices de su componente conexa. Nuestro grafo solo tiene una componente conexa, así que para calcular la media aritmética de las distancias desde el vértice J tendríamos que sumar las distancias desde J a los demás 13 vértices y dividir por 13. J tiene 9 vértices adyacentes (o sea, a distancia 1) y 4 vértices (A, F, G y H) a distancia 2. Tenemos que la media aritmética de las distancias a J sería (9×1+4×2)/13 y, por lo tanto, su centralidad de proximidad sería 13/17=0,764705; que es, por cierto, la más alta de todo el grafo. 


			Si calculas los valores de centralidad de proximidad de los 14 vértices tendrás: 


			 



  
    	J  

    	0,764705  

    	F  

    	0,541666

  

  
    	E  

    	0,65  

    	M  

    	0,52 

  

  
    	G  

    	0,610947  

    	L  

    	0,52 

  

  
    	A  

    	0,590909  

    	K  

    	0,5 

  

  
    	I  

    	0,590909  

    	B  

    	0,5 

  

  
    	D  

    	0,590909  

    	H  

    	0,481481 

  

  
    	N  

    	0,590909  

    	C  

    	0,448275 

  




	    


			En la imagen siguiente hemos marcado de color rojo los 3 campeones de la centralidad de proximidad: J, E y G. Ahora no coinciden con los de mayor grado. Pero como ocurría con el centro del grafo, son vértices muy importantes para que los mensajes lleguen a su destino en pocos pasos. Y los virus. 
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			La medida de intermediación de un vértice cuantifica las veces que este vértice se encuentra en el camino más corto en el grafo entre otros dos vértices. Esta medida fue definida por el sociólogo estadounidense Linton Freeman para evaluar, por ejemplo, la velocidad de difusión de un rumor o la capacidad de un individuo para manipular la transmisión de una información. Para calcular el grado de intermediación de un vértice en un grafo necesitamos calcular, para cualquier pareja de vértices, los caminos más cortos (el camino más corto no tiene por qué ser único) que los unen, luego ver qué porcentaje de esos caminos pasan por nuestro vértice, y finalmente sumar todos esos porcentajes. 


			Te puedes entretener en hacer las cuentas (son muchas) o puedes usar SageMath (de código abierto), que es lo que he usado yo, y calcular las medias de intermediación con la función centrality_betweenness. 


			 

            
			[image: ]


			 


			Y como ves, de nuevo, en nuestro ejemplo, los campeones son los más populares, los vértices de mayor grado. 
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			Una última medida que podemos aplicar a los individuos de una red social o grupo humano que nos puede ser útil si estamos hablando, por ejemplo, de los estudiantes de un curso, de los empleados de una empresa o de un equipo de baloncesto, es el coeficiente de agrupamiento, que mide la facilidad o la tendencia del individuo para integrarse en un grupo. Los campeones para esta medida son, en general, más aptos para trabajar en equipo porque a su alrededor sus contactos se conectan entre sí. El coeficiente de agrupamiento de un vértice en un grafo es una medida de interconexión de sus vecinos; este coeficiente mide cuán cerca está el grafo formado por un vértice y sus vecinos de ser un grafo completo, con todos conectados entre sí. Este coeficiente para un vértice cualquiera se calcula como el número de aristas existentes entre vecinos suyos dividido entre el número de aristas que podrían existir entre ellos. Recordemos que si un vértice tiene k vecinos, el número de aristas que podrían existir entre ellos, dos a dos, es k(k-1)/2. Como antes, podéis hacer las cuentas a mano (estas son más fáciles) o usar la función clustering_coeffde SageMath, y tendremos estos coeficientes de agrupamiento: 
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			Ahora no nos ha salido ninguno de los de mayor grado; se ve que en esta red, en nuestro ejemplo, son muy populares pero no son capaces de crear comunidad entre sus fans. Pero, como he dicho varias veces, esto solo es un ejemplo. 


			Existen más medidas de centralidad y relevancia de un vértice en un grafo, pero creo que estas son una buena representación para una primera aproximación al tema desde un libro de divulgación. 


			Eso sí, independientemente de todas las medidas de relevancia que haya y que habrá para medir la importancia de un individuo (o individua) en una red social, para mí el más importante o la más importante ahora mismo eres tú. Por haber estado ahí, del otro lado. Sin ti este libro nunca podría haber existido. Sin ti este libro no sirve para nada. 


			Espero que hayas disfrutado de esta visita guiada al país de las maravillas, al maravilloso mundo de la Teoría de Grafos. Quedan muchas más cosas por aprender, incluso mucho por profundizar, en los temas que aparecen en este mi primer libro de Teoría de Grafos. De la acogida de este libro dependerá que haya una segunda parte, claro. Así que, si te gusta, compártelo. Y si no te ha gustado, por favor, prueba con otros libros de otros autores. Nunca dejes de aprender matemáticas. Lo dejamos por aquí. Hasta pronto. 


			
	 

	

 	
	 
   


			AGRADECIMIENTOS 


			 


			Doy las gracias, una vez más, a Alberto Márquez Pérez por enseñarme todo lo que sé de grafos. A mis chicos, Alberto, Enrique, Salvador y Ventura, que lo son todo para mí aunque se rían de mis metáforas profundas pero no con mis chistes, que son buenísimos. A mi familia, a mi gran y hermosa familia, por apoyarme y quererme en todas las situaciones. A mis amigas y a mis amigos por estar cuando los necesito, aunque yo no esté casi nunca. A mis compañeros del Departamento de Matemática Aplicada I de la Universidad de Sevilla, que están siempre dispuestos a ayudarme y sustituirme para que yo pueda seguir divulgando. A mi universidad, la Universidad de Sevilla, por su apoyo institucional. A Francisco Martínez Soria por dejarme escribir este libro para Ariel —era una de las ilusiones de mi vida— y a Emili Albi Piquer por su apoyo incondicional en la segunda parte de esta carrera. A Raquel Gu, la ilustradora, mi Raquel, que hace de todos mis libros pequeñas obras de arte con sus pinceles y que me quiere tanto. Y, cómo no, a mis seguidores y seguidoras en redes sociales que con sus palabras y su cariño me han sacado muchas veces de ese pozo de tristeza en el que a veces caigo cuando estoy muy cansada. A todos y a todas, muchísimas gracias. 


			
	 

	

 	
	 
   


			BIBLIOGRAFÍA 


			 


			ALDOUS, Joan M., y Robin J. WILSON, Graphs and Applications: An Introductory Approach, Springer-Verlag, Londres, 2003. 


			BENJAMIN, Arthur, Gary CHARTRAND y Ping ZHANG, Te Fascinating World of Graph Teory, Princeton University Press, Princeton, 2017. 


			BIGGS, Norman L., Discrete Mathematics, Oxford University Press, Oxford, 2002. 


			CHARTRAND, Gary, Linda LESNIAK y Ping ZHANG, Graphs & Digraphs, Chapman & Hall/CRC, Boca Raton, 2015. 


			GRIMA, Clara, Vivir en un mundo pequeño: las matemáticas de las redes sociales, RBA, Barcelona, 2017. 


			MENCZER, Filippo, Santo FORTUNATO y Clayton A. DAVIS, A First Course in Network Science, Cambridge University Press, Cambridge, 2020. 


			NEWMAN, Mark, Networks, Oxford University Press, Oxford, 2018. 


			
	 

	

 	
	 
   


			En busca del grafo perdido. Matemáticas con puntos y rayas 


			Clara Grima 


			 


			No se permite la reproducción total o parcial de este libro, ni su incorporación a un sistema informático, ni su transmisión en cualquier forma o por cualquier medio, sea éste electrónico, mecánico, por fotocopia, por grabación u otros métodos, sin el permiso previo y por escrito del editor. La infracción de los derechos mencionados puede ser constitutiva de delito contra la propiedad intelectual (Art. 270 y siguientes del Código Penal) 


			 


			Diríjase a CEDRO (Centro Español de Derechos Reprográficos) si necesita reproducir algún fragmento de esta obra. 


			Puede contactar con CEDRO a través de la web www.conlicencia.com o por teléfono en el 91 702 19 70 / 93 272 04 47 


			 


			© 2021, Clara Grima 


			© 2021, Raquel García Ulldemolins, por las ilustraciones 


			 


			© del diseño de la cubierta, Planeta Arte & Diseño 


			© de la ilustración de la cubierta, Raquel Gu 


			 


			© Editorial Planeta, S. A., 2020 


			Av. Diagonal, 662-664, 08034 Barcelona (España) 


            www.editorial.planeta.es


			www.planetadelibros.com


			 


			Primera edición en libro electrónico (epub): noviembre de 2021 


			 


			ISBN: 978-84-344-3413-4 (epub) 


			 


			Conversión a libro electrónico: Newcomlab, S. L. L. 


			www.newcomlab.com 


			
	 

	


		
			
				
					
				
				
					
							
							¡Encuentra aquí tu próxima lectura!

						
					

					
							
							[image: ]

						
					

					
							
							¡Síguenos en redes sociales!

							[image: ] [image: ] [image: ] [image: ]

						
					

				
			

		

		
			
			

		

	


    [image: image]


    Blanco o negro

    

    Dutton, Kevin

    9788434434004

    432 Páginas

    Cómpralo y empieza a leer

    Vivimos en un mundo dividido. Miremos donde miremos, nuestras mentes cuadriculadas trazan líneas fronterizas. Es propio del ser humano clasificar, discriminar y enmarcarlo todo en un pensamiento binario: blanco o negro, luz u oscuridad, ellos o nosotros. Este instinto de ordenar y categorizar erosiona nuestra capacidad para ver la variedad infinita de colores que definen el mundo. En lugar de relacionarnos con quienes son diferentes, solemos vincularnos con quienes son parecidos a nosotros; en vez de desafiar nuestra visión de las cosas, básicamente nos esforzamos en afianzar lo que creemos. El resultado es que las posturas y creencias polarizadas son cada vez mayores y más peligrosas: el Estado Islámico, la ultraderecha, el Brexit, Trump… Blanco o negro es una llamada de alarma. En medio de una ola creciente de intolerancia cultural y extremismo político, y después de una pandemia global, este libro nos muestra que, al observar nuestra historia evolutiva y comprender el funcionamiento binario del cerebro, podremos superar la tendencia a agrupar, etiquetar y encasillar todo lo que nos rodea, y entonces tomaremos decisiones mucho más sutiles y menos radicales.
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    Solointegral es la modalidad más extrema de escalada. En su práctica, el escalador se juega la vida en cada uno de sus movimientos. Este conjunto de artículos (cien publicados y otros cien inéditos) reflejan el espíritu crítico y a contracorriente de Fernando Savater. El autor se pone a prueba en esta revisión de sus ideas no solo porque puede llegar a contradecirse, sino porque, al ser textos independientes, que no están adscritos a un medio de comunicación, puede pensar, escribir y opinar de una forma totalmente libre. Esta obra es un ejercicio intelectual audaz, en el que se tratan los temas clásicos del filósofo: política, nación, sociedad, educación, ética, cultura… sin ninguna línea roja, y en el que se propone un estimulante juego de espejos. Una cuidada selección de textos que hará las delicias de los seguidores de Savater y que además agitará conciencias y levantará polémicas.
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    No sé si este libro es una novela, un diario de no ficción o qué. Trata sobre el deseo de morir y de vivir. Sobre el amor y las preguntas que este despierta. Y sobre el dolor, sobre todo sobre el dolor: el de ella, mi esposa, que me pide la muerte, y el mío, que no se la puedo dar. Éste es el diario de un cobarde que superó un cáncer y ahora se enfrenta, escaso de fuerzas, al cáncer terminal de su mujer. El diario de un tipo que cree en el derecho de tener una pistola bajo la almohada para pegarse un tiro cuando lo considere oportuno. El diario de un viejo que arrastra las zapatillas por el pasillo viviendo lo que nunca imaginó que iba a vivir. Quiere escribir de todo ello con humor. Aspira a convertir la desesperación en un canto. Quiere recrearlo todo con la asepsia de un cirujano. Pero la realidad le vence casi siempre. Kafka le dijo a su médico cuando agonizaba: «Si no me matas eres un asesino». Creo que quiso decir que no matar al que sufre puede ser un crimen. Yo creo que matar al que padece sin remedio posible es un acto de amor. Muchos creen que debería ser ilegal. Son los mismos que condenan el suicidio y te envían al infierno. He pensado muchas veces en el suicidio. Pero soy un cobarde que siempre lo deja para otro día, a la espera de conseguir un sicario en rebajas que me ejecute por un módico precio.
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    Cómpralo y empieza a leer

    ―¿Por qué el mono no responde a lo que le digo? ―pregunta una niña de cuatro años. ―Porque los animales no saben hablar ―contesta su papá. ―Pero ayer dijiste que las personas también eran animales. Entonces ¿por qué hablan? Hace falta un libro entero para responder a esta última pregunta, y ese libro es el que tienes ahora en tus manos, una historia audaz y entretenida sobre uno de los mayores misterios de la humanidad: el origen del lenguaje. A partir de las investigaciones más recientes en disciplinas tan diversas como la biología evolutiva, la primatología, la neurociencia o la antropología social, Sverker Johansson expone las principales teorías sobre cómo y por qué los humanos comenzaron a hablar. Para ello explora la evolución histórica de las lenguas desde una perspectiva darwiniana, cuestiona las ideas de Chomsky y otros lingüistas reconocidos, compara las habilidades comunicativas de las personas y los animales, y aborda los rasgos característicos de los idiomas modernos. En busca del origen del lenguaje es el libro definitivo para entender cómo se originó el lenguaje humano y por qué hablamos de la manera en que lo hacemos.
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    Espido Freire

    9788434432857

    368 Páginas

    Cómpralo y empieza a leer

    Este libro no es un ensayo al uso, tampoco un libro de viajes, aunque tenga mucho de ambos. Es un recorrido emocional por los territorios reales y ficticios de una de las escritoras británicas más admiradas. Con multitud de lectoras, Jane Austen sigue siendo un referente de la novela de sentimientos y de la literatura femenina de superación y empoderamiento. Austen es también un modelo en cuanto a construcción literaria e integración de vida y obra. Jane Austen agrada a quienes deseen una bonita historia de amor y a quienes quieran encontrar un mensaje de valor e independencia. Como todos los clásicos, nos ofrece un espejo deslumbrante de nuestra esencia, pero, a diferencia de otros autores, lo hace con tal habilidad que parece cotidiano. Con ternura y admiración, Espido Freire recorre los paisajes y lugares que marcaron la vida de la escritora, sin ocultar sus contradicciones. La autora británica que normalmente se asocia con el puritanismo y la imagen de una solterona compulsiva se desvela en estas páginas como una gran amante: una mujer en muchos momentos apasionada y revolucionaria. Sin duda, una obra más que necesaria en los tiempos actuales.
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